Przyblizenie Borna—Oppenheimera

1. Wstep

Przyblizenie Borna—Oppenheimera jest bez watpienia kamieniem wegielnym chemii teo-
retycznej — bez niego pojecia takie jak ksztalt czasteczek, energia aktywacji, dlugosé
wiazania atomowego, energia elektronowa molekul oraz wiele innych podstawowych po-
je¢ stosowanych w chemii—fizycznej nie miatoby swojego teoretycznego uzasadnienia w
zwiazku z obrazem rzeczywistosci, ktéry ukazuje mechanika kwantowa.

2. Czasteczka ,,oczami” mechaniki kwantowej

W obrazie tym czasteczka jawi sie jako zbiér rozmytych w przestrzeni elektronéw i jader,
ktorych nie jesteSmy w stanie zmierzy¢ w Scisle okreélonej konfiguracji potozen. Mozemy
co najwyzej okresli¢ gesto$¢ prawdopodobienistwa znalezienia ich w ustalonej konfigu-
racji. Obraz komplikuje sie jeszcze bardziej poniewaz prawdopodobienstwa znalezienia
elektronéw i jader w okreélonych polozeniach sg skorelowane co skutkuje tym, ze praw-
dopodobienstwo znalezienia elektronu, lub jadra w okres§lonym miejscu bedzie zalezato od
tego w jakim obszarze przebywa dowolny inny elektron lub jadro nalezace do czasteczki.
Latwo zauwazy¢, ze obraz ten nie pozwala zdefiniowaé tak prostych pojeé jak ksztalt
czasteczki, czy chociazby dlugo$é wiazania chemicznego.

Dopiero przyblizenia Borna—Oppenheimera dostarcza teoretycznego modelu wychodza-
cego z mechaniki kwantowej pozwalajacego traktowaé czasteczke jako zwarty przestrzenie
zbior jader atomowych potaczonych wiazaniami oraz elektronéw tworzacych rozmyta w
przestrzeni chmure elektronowsa pelniaca role elastycznego kleju utrzymujacego jadra ra-
zem.

3. Zalozenia

Przyblizenie Borna—Oppenheimera opiera si¢ na zalozeniu, ze elektrony poruszaja sie
znacznie szybciej niz jadra, a doktadniej na tyle szybko, ze mozna przyjac iz momentalnie
dostosowuja sie do potozenia jader, co przejawia sie tym, ze przebywaja w jednym z
mozliwych stanéw stacjonarnych okreslonych przez funkcje elektronowa wyznaczong dla
ustalonych polozen jader. Pozwala to odseparowa¢ dynamike ruch elektronéw i jader
w czasteczce. W rezultacie ruch jader zalezy od potencjalu bedacego wypadkowa energii
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potencjalnej ukladu samych jader oraz sumy energii kinetycznej i potencjalnej elektronéw
wyznaczonej dla ustalonych ,zamrozonych” polozen jader. Inaczej piszac jadra atomowe
znajduja si¢ w potencjale okreslanym przez gestosé elektronowa i polozenia innych jader,
przy czym rozklad gestosci elektronowej determinowany jest rowniez przez polozenia
jader.

4. Wyprowadzenie

Rozwazmy uklad skladajacy sie z jader atomowych i elektronéw opisany hamiltonianem:
H=T+H" (1)

gdzie: T - operator energii kinetycznej wszystkich jader nalezacych do ukladu; H (R)
— hamiltonian elektronowy reprezentujacy uklad elektronéw w polu jader atomowych o
ustalonym potozeniu; R — wektor opisujacy polozenie wszystkich jader.

Wyobrazmy sobie uklad jader i elektronéow, w ktérym jadra zostaly ,zamrozone” w
polozeniu R. Stany stacjonarne takiego ukladu opisane beda elektronowym réwnaniem
Schrodingera:

H (R (r;R) = £n(R)¢n (3 R) 2)
gdzie: r — wektor opisujacy polozenia elektronéw; i, (r; R) — zalezna od wektora R (trak-
towanego jako parametr) elektronowa funkcja falowa, opisuje ona stan ukladu elektronéw
w zaleznos$ci od ustalonego (na state) polozenia R jader atomowych; e, (R) — energia elek-
tronéw w zaleznosci od ustalonego polozenia R jader atomowych.

Przejdzmy teraz do wyprowadzenia przyblizenia Borna—Oppenheimera wychodzac ze sta-
cjonarnego réwnania Schrodingera dla catkowitego hamiltonianu H:

HU(r,R) = E¥(r,R). (3)

Dowolng funkcje ¥(r, R) (gdzie R nie jest juz parametrem) mozna przedstawié za pomoca
rozwiniecia Borna—Huanga:

W@Mszmmmm. (4)

Typowo x;(R) nazywana jest jadrowa funkcja falowa. Na potrzeby rachunkéw przej-
dziemy do zapisu w konwencji Diraca, woéwczas powyzsza réwnos$é¢ przyjmuje postac:

|¥) = Z i) [xi)s (5)

a z réwnan (1) i (3) otrzymujemy:
(T + H — E)|¥) = 0. (6)
Pomnézmy réwnanie (6) z lewej stron przez kowektor (1, oraz skorzystajmy z (2):
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Operator energii kinetycznej jader T' wyraza si¢ wzorem:
A h?
T=- E — A, 8
— 2M, ! ®
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gdzie: M}, — masa k-tego jadra; Ay — operator dywergencji polozenia k-tego jadra.
Po uwzglednieniu relacji:
Afg=(Af)g+ fAg+2VfoVy (9)

i (8) otrzymamy, ze:

(¥n|T|9:)|x2) (Ul T1:)) X + (Ynltos)TIxa) +

h2
> E<¢n|vj|¢i> ° Vjlxi), (10)

J

gdzie: Vi — operator gradientu po wspélrzednych polozenia k-tego jadra.

Dla przejrzystosci rachunkéw przyjmujemy:

Tnm(R) = <wn|T‘wm>a (11)
Fi®R) = <¢n|—f4jvj|wm>. (12)

Z (7) i (10) dostajemy:
(T + Ton (R) + Y Fi4(R) 0 ¥, + 0(R) — B)lx) =
= _Z (Tnl +anz |X1> (13)

Wyrazy f,;,{ (R) po lewej stronie powyzszego réwnania znikaja ze wzgledu na normalizacje
(Yr|g) = 1 oraz fakt, ze funkcje vy, mozna zawsze przeskalowaé tak, aby ¢, € R nie
zmniejszajac ogdlnosci samego rozwigzania (2):

V{Ylvr) = (Vior|vr) + (Ve Vr) = 2(k|Vipr) = 0 (14)

Ostatecznie dla n € IN otrzymujemy uktad rownan:
(T + Tun(R) + ea(R) = B)|xa) = = Y _ (T +me ) |xi) (15)

i#n

pozwalajacy wyznaczy¢ jadrowe funkcje falowe ., z rozwinigcia (4). Ze wzgledu na prawa
strone réwnania (15) funkcje te sa wzajemnie sprzezone.

Wprowadzimy teraz pierwsze uproszczenie nazywane przyblizeniem adiabatycznym —
pelne rozwiniecie (4) aproksymujemy:

U(r,R) = ¢n(r; R)xn(R). (16)
Przyblizenie to pozwala pozby¢ sie prawej strony wyrazenia (15):
(T+Tnn(R) +en(R))|Xn) = Elxn)- (17)

Wyraz T, reprezentuje wplyw ruchu jader na energie elektronows — tak naprawde
jest to poprawka pierwszego rzedu rachunku zaburzen dla hamiltonianu elektronowego
(2), gdy za zaburzenie uzna si¢ operator energii kinetycznej jader. Poprawka ta jest od-
wrotnie proporcjonalna do masy jader, dlatego mozna zazwyczaj przyjac, ze nie stanowi
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ona istotnego wktadu w odniesieniu do energii elektronowej. Zaniedbujac poprawke T,,,,
otrzymujemy przyblizenie Borna—Oppenheimera, ktére w pelnej formie przedstawia sie
nastepujaco (rezygnujemy w tym miejscu z zapisu Diraca):

H(R)¢p, (r;R) = £, (R)¢n (r; R)
(T +,(R))xn(R) = Exs(R). (18)

Opierajac si¢ na przyblizeniu:
U(r,R,t) = ¥n(r; R)xn(R, ). (19)

wyprowadzimy teraz uogoélnione przyblizenie Borna—Oppenheimera. Zaczniemy tym ra-
zem od zaleznego od czasu réwnania Schrodingera:

i n)love) = (24 H)Jgn) b (20)

Pomnézmy powyzsze réwnanie z lewej strony przez kowektor (1, ]:

. 0 & fre
it o (V) [xn) = (Ul (T + H) ) [x0n) - (21)
Lewa strona réwnania (21) upraszcza sie¢ do postaci:
. 0 . 0 ., 0
1h<wn|a|wn>‘xn> = 1h<wn|wn>&|xn> = 1h§|xn>’ (22)
z kolei rachunki na prawej stronie réwnania (21) prowadza do:

(Wul(T + HN ) Ixn) = Wal T1n) Ixn) + n(R)|xn) =

+ (UnlT1n) ZM (¥nlVilin) 0 V; +en(R

= [T+ +me )o Vi +en(R) | xn). (23)

Po uwzglednieniu faktu :”JL = 0 ostatecznie otrzymujemy uogélnione przyblizenie adia-
batyczne:

i1 ) = (4 Ton (R) + 20(R)) ) (29

Jezeli zaniedbamy czton T,,,, dostaniemy uogélnione przyblizenie Borna—Oppenheimera,
ktore wyraza si¢ wzorem:

ih%xn(R, t) = (T +e,(R)) xn (R, 1). (25)

Przewaga powyzszego réwnania nad réwnaniem (18) polega na tym, ze opisuje ono dy-
namike jadrowej funkcji falowej, a nie réwnanie pozwalajace na znajdowanie jadrowych
stanéw stacjonarnych jak nalezaloby interpretowaé¢ wyrazenie (18)7. Réwnanie to nazy-
wane jest jadrowym niestacjonarnym réwnaniem Schrodingera — role potencjalu pelni
w nim energia elektronowa ¢, (R), ktéra nazywana jest hiperpowierzchnia energii poten-
cjalnej dla uktadu jader i odgrywa bardzo wazna role w modelowaniu molekularnym.

tJesli zalozymy, ze energia elektronowa, en(R) nie zalezy od czasu, to mozna wykazaé¢ réwnowaznosé
réwnan (18) i (25).
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