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Efekt Casimira polega na obserwowalnych siłach między materialnymi ciałami dzięki zero-
wym fluktuacjom pól kwantowych. Mogą to być pola skalarne, elektromagnetyczne, fermionowe
i in. W praktyce chodzi oczywiście o pole elektromagnetyczne. Jest oczywiście związek między
efektem Casimira i siłami van der Waalsa. Efekt Casimira występuje między ciałami przewodzą-
cymi prąd elektryczny oraz izolatorami (dielektrykami). W fizyce mamy także efekt Casimira
związany z fluktuacjami termicznymi (niekwantowymi) oraz akustyczny odpowiednik efektu Ca-
simira. Wszystkie te efekty zostały zaobserwowane w szeregu różnych eksperymentów. Mamy
również odpowiednik efektu Casimira dla fal na morzu.
Najprostszy przypadek to przyciąganie się dwóch nieskończonych, doskonale przewodzących

płyt (przypadek najtrudniejszy do obserwacji ze względów technicznych). Wynik można otrzy-
mać wieloma metodami kwantowej teorii pola i wynosi on (siła na jednostkę powierzchni)

f = −
π2

240
·
1

a4
, (1)

gdzie a jest odległością między płytami.
Interesującą rzeczą jest wspomnieć, że możemy ten wynik otrzymać, stosując uogólnione

funkcje Colombeau, w sposób wyjątkowo elegancki, nie stosując żadnej z metod regularyzacji
kwantowej teorii pola (tj. regularyzacji wymiarowej, regularyzacji za pomocą funkcji ζ itd.).
Wynika stąd jasno (co było już wcześniej spostrzegane), że kłopoty kwantowej teorii pola z tzw.
nieskończonościami wynikają z tego, że nie ma ogólnej teorii iloczynu dystrybucji Schwartza.
W przypadkach uogólnionych funkcji Colombeau taki iloczyn zawsze istnieje, a przestrzeń dys-
trybucji Schwartza jest zanurzalna w sposób kanoniczny w przestrzeni uogólnionych funkcji Co-
lombeau. Warto zauważyć, że funkcje uogólnione Colombeau są równocześnie pewnym uogólnie-
niem dystrybucji Schwartza oraz pewnej wersji polskiej teorii dystrybucji (Sikorskiego, Mikusiń-
skiego, Antosika). Ciągowa teoria dystrybucji (tj. polska) w zastosowaniu Colombeau w miejscu
ϕn(x) (ciągu funkcji gładkich) używa funkcji ϕ(x, ε), gdzie w miejscu n (lub
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n
) mamy dowolny

ε ∈ (0, 1〉.
J. F. Colombeau wprowadza algebrę fonctionelles modérées i ideał w tej algebrze fonctionel-

les nulles. Iloraz algebry przez ideał daje klasę funkcji uogólnionych. Istnieje kilka równoważnych
podejść.
Efekt Casimira może być zarówno przyciągający, jak i odpychający. Np. efekt Casimira dla

doskonale przewodzącej kuli jest odpychający. Udało się potwierdzić eksperymentalnie efekt Ca-
simira np. układu doskonale przewodzącej (w przybliżeniu oczywiście) kuli i płaszczyzny. Efekt
Casimira jest źródłem bardzo specjalnego typu energii (egzotycznej energii). Energia ta, jeśli
produkowana jest w ilościach przemysłowych, może służyć do zrealizowania budowy „worm ho-
les”, czyli dziur wygryzionych przez robaki. Są to tzw. tunele czasoprzestrzenne, łączące odległe
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obszary Wszechświata, a nawet służące do podróży w czasie. Energia ta może być również użyta
jako ciemna energia (stała kosmologiczna).
W biofizyce efekt Casimira doskonale nadaje się do stabilizacji błon (membran) biologicz-

nych. Równocześnie efekt Casimira może mieć istotne zastosowanie w kinetyce reakcji chemicz-
nych (biochemicznych), tzw. chemia Casimira. Warto również stwierdzić, że efekt Casimira nie
spełnił pewnych pokładanych w nim nadziei. Z uwagi na to, że efekt Casimira jest odpycha-
jący (nie jest przyciągający) dla sfery, nie może być przyczyną stabilności klasycznego mode-
lu elektronu (naładowanej kuli). Efekt Casimira (związany ze skompaktyfikowanymi wyższymi
wymiarami) miał być możliwością zbadania istnienia tych wymiarów. Nadzieja ta okazała się
płonna.
Termodynamiczny efekt Casimira związany z fluktuacjami termicznymi około temperatury

krytycznej został potwierdzony doświadczalnie i znalazł zastosowania praktyczne. Akustyczny
efekt Casimira stał się źródłem nowej generacji czujników hałasu. Interesującą rzeczą jest połą-
czenie kwantowego efektu Casimira i termodynamicznego efektu Casimira, tj. efektu Casimira
w skończonej (niezerowej) temperaturze. Tego rodzaju efekt Casimira ma wyjątkową przyszłość
w biologii molekularnej. Z uwagi na to, że istnieje akustyka kwantowa, możemy również spodzie-
wać się kwantowo-akustycznego efektu Casimira.
Wydaje się, że efekt Casimira będzie miał istotne znaczenie w nanotechnologii, a także w bio-

logii molekularnej. W tym ostatnim przypadku będzie to istotne dla oddziaływania makromole-
kuł, które możemy traktować jako dwa dielektryki o zadanym kształcie. Energię oddziaływania
Casimira możemy zapisać

E12 = −
23

(4π)3

∫

W1×W2

d3~r1 d
3~r2
(ε1 − 1)(ε2 − 1)

‖~r1 − ~r2‖7
= −

23

(4π)3
(ε1 − 1)(ε2 − 1)I12. (2)

W1 i W2 mają kształty makromolekuł i mogą być wzięte z baz danych, εi, i = 1, 2, są stałymi
dielektrycznymi makromolekuł i mogą być obliczone metodami chemii kwantowej.
Z każdym zbiorem Wi, i = 1, 2, wiążemy jego naturalny układ współrzędnych o począt-

ku w środku ciężkości i osiach skierowanych w kierunkach głównych jego centralnej elipsoidy
bezwładności.
Współrzędne środków ciężkości dane są wzorami

xCi =

∫
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x d3~r

∫
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d3~r
, yCi =

∫
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∫
Wi
d3~r
, zCi =
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z d3~r

∫
Wi
d3~r
, i = 1, 2. (3)

W układzie współrzędnych kartezjańskich o środku (xCi, yCi, zCi), i = 1, 2, obliczamy następu-
jące wyrażenia:

Iixx =

∫

Wi

d3~r(y2 + z2), Iiyy =

∫

Wi

d3~r(z2 + x2), Iizz =

∫
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i
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Wi

d3~r yz, Iizx = I
i
xz =
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Wi

d3~r xz, Iixy = I
i
yx =

∫

Wi

d3~r xy.

(4)

Tworzymy równanie następujących powierzchni:

Iixxx
2 + Iiyyy

2 + Iizzz
2 − 2Iiyzyz − 2I

i
xzzx− 2I

i
xyxy = 1. (5)

Są to równania elipsoidy (i = 1, 2). Znajdujemy układ, w którym równanie ma postać

Ĩixxx
2 + Ĩiyyy

2 + Ĩizzz
2 = 1. (6)
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Ten układ współrzędnych tworzą kierunki głównych osi powyższej powierzchni. Można tego
dokonać przeprowadzając transformację ortogonalną (trójwymiarową). Technicznie sprowadza
się to do następujących operacji.
Utworzymy macierz

Ii =

1 2 3

1
2
3



Iixx −Iixy −I

i
xz

−Iixy Iiyy −Iiyz
−Iixz −I

i
yz Iizz



x

y

z

x y z

, i = 1, 2. (7)

Macierz Ii jest symetryczna, (Ii)T = Ii. Rozwiązujemy równanie sekularne

det
∣∣Iikj − λδkj

∣∣ = 0 (8)

i szukamy wektorów własnych. Kierunki wektorów własnych dadzą nam kierunki osi szukane-
go układu współrzędnych. Operację tę można wykonać, używając standardowych operacji, np.
w Mathematica.
W ten sposób z każdym zbioremWi, i = 1, 2, mamy związany naturalny układ współrzędnych

~r2 = ~r02 +A2~r
′

2

~r1 = ~r01 +A1~r
′

1,
(9)

A1, A2 — macierze ortogonalne,
A−1i = A

T
i , i = 1, 2.

Zatem mamy
~r = ~r2 − ~r1 = A1

[
A−1
1
(~r02 − ~r01) +A

−1

1
A2~r

′

2 − ~r1
]
, (10)

czyli ∥∥~r2 − ~r1
∥∥ =
∥∥A−1
1
(~r02 − ~r01) +A

−1

1
A2~r

′

2 − ~r1
∥∥ (11)

(A1 jest ortogonalne, mamy więc izometrię).
Niech

~r0 = A
−1

1
(~r02 − ~r01), A

−1

1
A2 = A, (12)

A−1 = AT (jest również ortogonalne)

∥∥~r2 − ~r1
∥∥ =
∥∥~r0 +A~r ′2 − ~r1

∥∥ (13)

~r1 =



x1
y1
z1


 itp. (14)

Zatem mamy

I12 =

∫

W1

∫

W2

d3~r ′1 d
3~r ′2∥∥~r0 +A~r ′2 − ~r ′1

∥∥7
= I12(~r0, A) (15)

(mamy przekształcenie do nowych współrzędnych — od ~r1, ~r2 do ~r
′

1, ~r
′

2, ale jakobian przekształ-
cenia jest równy 1).
Oba całkowania są przeprowadzone w naturalnych układach współrzędnych dla W1 i W2.

Całka I12 jest w ten sposób funkcją ~r0 i A, tj. przesunięcia między środkami ciężkości W1 i W2
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oraz wzajemnej orientacji ich elipsoid bezwładności. Należy policzyć I12 dla danych makromo-
lekuł wiele razy dla różnych ~r0 i A. A można sparametryzować za pomocą trzech parametrów
— kątów. Zawsze musimy mieć warunek W1 ∩W2 = ∅.
W ten sposób otrzymamy E12 w zależności od wzajemnego położenia makromolekuł.
Występujące tu całkowania należy wykonać numerycznie, stosując dowolne metody całko-

wania numerycznego. Mamy tutaj do czynienia z całkowaniami w R
3 i R6 (obliczanie położenia

środków ciężkości i elementów macierzy I, tj. 2(3 + 6) = 18 całek w R
3, oraz jedna w R

6, która
musi być obliczona wielokrotnie dla wielu ~r0 i A). W przypadku gdy εi, i = 1, 2, są kawałkami
stałe, należy zapisać Wi, i = 1, 2, jako sumę teoriomnogościową

Wi =
ki⋃

j=1

Wij , Wij ∩Wkl = ∅ dla co najmniej jednego różnego wskaźnika i, j, k, l, (16)

εi(~r
′

i ) = ε
j
i , ~r

′

i ∈Wij . (17)

Zatem w tym wypadku

Ĩ12 =
k1∑

j=1

k2∑

l=1

(εji − 1)(ε
l
k − 1)

∫

W1j

∫

W2l

d3~r ′1 d
3~r ′2∥∥r0 +A~r ′2 − ~r1

∥∥7
. (18)

Wtedy obliczamy całkę

I
jl
12
=

∫

W1j

∫

W2l

d3~r ′1 d
3~r ′2∥∥r0 +A~r ′2 − ~r1

∥∥7
. (19)

Zastanówmy się nad rzędami występujących tu wielkości, w szczególności nad porównaniem
E12 do energii ruchu cieplnego. Mamy

E12 =
23~c

(4π)3
(ε1 − 1)(ε2 − 1)I12 (20)

oraz
εi − 1 ∼ 1. (21)

Niech T = 273◦ + 25◦ (temperatura pokojowa),

kBT = 4.116 · 10
−21 J. (22)

Zauważmy, że dla interesujących nas zakresów mamy

∫
d3~r d3~r ′

1
∥∥~r − ~r ′

∥∥7
∼
1

nm
(23)

(1 nm = 10−9m).
Zatem

|E12|

kBT
≃ 360. (24)

To wskazuje, że warto zająć się tym problemem, tj. oddziaływaniem Casimira między makro-
molekułami.
Kwantowy efekt Casimira bazuje na rozkładzie pola (np. elektromagnetycznego) na oscylato-

ry. Po skwantowaniu oscylatorów otrzymujemy energię 1
2

~ωi na każdy oscylator. Jest to energia
zerowa. W kwantowej teorii pola energia ta daje nieskończony wkład i musi być usunięta np. za
pomocą odjęcia albo uporządkowania normalnego. Tak jest w przypadku R

3. W przypadku gdy
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część przestrzeni zostaje usunięta z rozważań z powodów topologicznych lub warunków brzego-
wych, wymagana jest duża ostrożność w rachunkach i energia zerowa nie może być po prostu
zignorowana, stąd dodatkowa energia, a także ciśnienie i siły. Energia zerowa oscylatorów harmo-
nicznych pojawia się w mechanice kwantowej, nie ma jej w starej teorii kwantów. Powinno się ją
uwzględnić także w przypadku kwantowych oscylatorów związanych z drganiami molekuły jako
całości. Ma to wpływ na kwantową dynamikę molekularną, a więc także na biologię i medycynę
molekularną. Pozostałe efekty Casimira bazują na pewnej asymetrii warunków początkowych
odpowiednich pól klasycznych, z czym związane są np. fluktuacje termiczne lub przestrzenne
pewnych modów akustycznych lub hydrodynamicznych. To może prowadzić do pojawiania do-
datkowych ciśnień lub sił. Nie ma to jednak żadnego związku z teorią kwantową. Zauważmy
jeszcze, że w przypadku kwantowo-mechanicznego efektu Casimira jest możliwe wprowadzenie
poprawek promienistych np. do wzoru (1).
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