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Istotna sprawa w kwestii analizy sygnaléw medycznych, tj. EEG (elektroencefalograficznych),
EKG (elektrokardiograficznych), magneto-encefalograficznych, elektromiograficznych oraz takze
sygnaléw wysytanych miedzy biomolekutami, komérkami w organizmie jest analiza przyczynowa
dwéch réznych sygnaléw. Bedziemy badali wplyw przyczynowy (jesli jest) jednego sygnalu na
drugi w taki sposéb, ze sygnal bedacy przyczyna poprzedza sygnatl bedacy skutkiem. W tym
przypadku stosujemy kryterium przyczynowosci sformulowane przez Grangera i zastosowane
przez niego w ekonomii do analizy szeregdéw czasowych w makroekonomii i finansach. Kryterium
to mozemy sformulowaé w nastepujacy sposob.

Rozpatrzmy model liniowy jednokanatowy

x(t —j) + E(t). (1)

T Mw

x(t), E(t) sa zmiennymi losowymi dla ¢t € R. W dziedzinie czestotliwosci mamy
i(w) = A(W)Z(w) + E(w), w=2rf. (2)
W przypadku modelu wielokanalowego (k-kanatowego) mamy
P
t) ZZiji(t—j)—i-Ei(t), 1=1,2,... k. (3)
j=1

W dziedzinie czestotliwosci mamy
k
%Z(w) = Z A,(w)@(w) + EZ(UJ) (4)

Jesli dokonamy dopasowania x(t) (x;(t)), wyznaczajac reszty dopasowania F;(t), mozemy wy-
znaczy¢

Vig = ((Ei(t) = (Ei(t)))(E;(t) — (E5(1)))), ()

gdzie Vj; jest macierza kowariancji, (F;(t)) jest warto$cia oczekiwana. Okreslimy
aij = [Vij]. (6)

To samo mozemy uczynié¢ rozpatrujac model (k—1)-kanalowy (usuwajac jeden z kanaléw, np. jo).
Mamy wtedy

( ) |V]0 |a Z'7j:1)2)"'ak7 Z,j?é]O (7)



Mozemy okresli¢ wielko$é

2
g% Vi 3
Iij, =1 SO = 1 it 0< I, < L. (8)
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Jedli I;5, jest bliskie zeru, to kanat jo nie ma wplywu na kanat ¢ # jo, jedli I;;, ~ 1, to sygnat jo
ma duzy wplyw na i. Zatem kryterium przyczynowosci Grangera w przypadku k-kanalowego
modelu ma postaé

Vi < Vi )

Kanal jo ma wplyw na kanal i. W naszej notacji postuzyliémy sie (F;(t)), co oznacza usred-
nienie ze wzgledu na préobe statystyczna. Mozemy jednak uzywaé normalnej notacji rachunku
prawdopodobienstwa

Vig = E((Ei(t) — E(Ei(1)))(E;(t) — E(E;(1))))- (10)

Kryterium Grangera stosujemy w zasadzie do przypadku tylko z jedna czestotliwoscia. Moze-
my jednak sprébowaé zastosowaé je do przypadku réznych czestotliwosci w nastepujacy sposob.
Rozpatrzmy szereg czasowy

N
x(t) = sz cos(wit) +e1(t), b<w; <a, (11)
i=1

gdzie €1(t) jest szumem.
Latwo zauwazy¢, ze

N N N
1 1
23 (t) = 3 E z? + 3 E 7 cos(2w;t) + E x;z; cos(w; — wj)t
i=1 i=1

ij=1
i>j
N N
+ Z xixj cos(w; + wj)t + 2e1(t) sz cos(wit) +e2(t). (12)
ij=1 i=1

i>j

Zadanie, jakie stawiamy sobie teraz, to poréwnanie z(t) z szeregami czasowymi typu

Tz(t) = T;p cos 2wt + &;(1), 1=1,2,...,N, (13)
Zij(t) = Tyjo cos(wi + wj)t + €i5(t), 1#74, 1,j=1,2,..., N, (14)
Tyj(t) = Tyjo cos(w; — wj)t + &;5(t), i#j, i,j=12,...,N, (15)

a wiec z szeregami czasowymi z drugg harmoniczng oraz z czestodciami mieszanymi. g;(t), €;;(t),
Z;j(t) sa szumami drugiej harmonicznej oraz czestosci mieszanych: sumacyjnej i réznicowej. Bez-
posrednie poréwnywanie x(t) 1 Z;(t), T;j(t), Zi;j(t) nie jest mozliwe. Mozemy jednak préobowaé
poréwnaé z%(t) z Z;(t), Tij(t), Tij(t). W tym celu musimy zastosowaé filtry do sygnatu z2(t).
Niech tym filtrem bedzie w dziedzinie czasu h(t). Bedziemy wiec rozpatrywaé sygnat

y(t) = 22(t) * h(t) = /0 T 2(r)h(t — 1) dr. (16)

W zaleznosci od poréwnywanych sygnaléw bedziemy stosowali rézne filtry. Jednakze w pierwszej
kolejnosci bedziemy musieli zastosowac filtr gérnoprzepustowy w celu wyeliminowania sktadowej



stalej z (12), tj. %Zﬁil x?. W nastepnej kolejnoéci bedziemy postepowaé w zaleznosci od roz-
patrywanego sygnahu, ktéry chcemy poréwnaé z odfiltrowanym gérnoprzepustowo x2(t), tj. bez
sktadowej stalej. W przypadku badania wplywu czestotliwosci podwojonej (drugiej harmonicz-
nej), np. 2w;,, ip ustalone, zastosujemy filtr selektywny taki, ze przepuszcza on tylko 2w;,. Taki
filtr realizowany w dziedzinie czestotliwosciowej przez delte Diraca 52% jest filtrem idealnym
i nalezy uzy¢ filtru o charakterystyce rozmytej wokél czestosdci 2w;,. Oznaczajac odfiltrowany
sygnal przez y(t) badamy sume sygnaléw

2(t) = y(t) + Tip (1) (17)

Mamy
g(t) = 7jo COS 2wi0 (t) + gio (t) (18)
Jezeli wariancja sumy sygnaléw z(t) bedzie mniejsza niz wariancja sygnaltu y(t), to zgodnie
z kryterium przyczynowosci Grangera bedziemy méwili, ze sygnal drugiej harmonicznej wy-
wiera wplyw przyczynowy na sygnal x(¢) (oczywiscie méwimy tutaj o konkretnej podwojonej
czestotliwosci 2w;, ). Ilodciowo mozemy to zapisaé

€

GOz, (t)—a(t) = 10g( ) <0, (19)

Eig
gdzie € jest wariancja sumy sygnaléw. Oczywiscie sygnal drugiej harmonicznej musi poprzedzaé
sygnal badany. W podobny sposéb mozemy tez sformutowaé kryteria wplywu czestotliwosci
réznicowych, a takze sumacyjnych, na sygnal wyjsciowy. Musimy tylko zastosowaé odpowiednie
filtry w dziedzinie czestotliwosci. Mozemy réwniez badaé wplyw odpowiednich sum drugich

harmonicznych, tj.
K

Z T4,0 oS (2w, t), (20)
k=1

czestotliwosci réznicowych
K

Z Tigey Gy 0 COS(wikl — Wik, )¢, (21)
k1, k2
oy >Jky

czestotliwosci sumacyjnych
K

Z %ikljkgo COS(wikl + Wiy, )t (22)
o1,k
k1 >Jkg
na sygnal wyjsciowy.

W przypadku duzej ilosci réznych czestosci stosujemy tylko filtry gérnoprzepustowe. Inte-
resujaca rzecza jest zbadanie wplywu skladowej stalej (jesli jest) na sygnal wyjsciowy. W tym
celu stosujemy filtr dolnoprzepustowy do sygnatu z2(t).

Nastepnym problemem, ktéry mozemy tu postawic, jest problem odwrotny, tj. wplyw sygnatu
x(t) na sygnaly drugiej harmonicznej lub sygnaly o czestotliwosci réznicowej, czy tez sumacyjnej.
W tej sytuacji kryterium Grangera bedzie dziatalo w kierunku przeciwnym. Szczegdlnie prosta
sytuacje mamy w przypadku pojedynczej czestotliwosci

x(t) = acoswt + (t) (23)
2 2
2 a = @ 22
2 (t) = 5 cos 2wt + 2ag(t) coswt + 5 tE (1), (24)



wtedy poréwnujemy x2(t) z sygnatem drugiej harmonicznej
y(t) = yo cos 2wt + £1(t). (25)
W przypadku dwdch czestosci
x(t) = acoswit + bcoswat + &1 (1) (26)
mamy

2 2
332(25) = % cos 2w1t + 5 cos 2ot + 2ag1 coswit + 2bg1 cos wot
a® b2
+ 5 + 5 +23(t) + ab(cos(wy — wa)t + cos(wy + wa)t). (27)

Wtedy odpowiednio odfiltrowany sygnat 2(¢) poréwnujemy z

Ti(t) = Tj cos2wit +,(t), 1=1,2, (28)
Z3(t) = T30 cos(wy — wo)t + E3(t), (29)
%4 (t) = %40 cos(wl + U.)Q)t + ?4 (t) (30)

poprzez badanie sumy odfiltrowanego sygnalu z sygnatami (28)—(30). W przypadku jednej lub
kilku czestosci (np. dwu) wystarczy tylko filtracja gornoprzepustowa.

Przejdzmy teraz do przypadku trzeciej harmonicznej. W tym przypadku ograniczymy sie
tylko do jednej czestosci. Mamy

x(t) = acoswt + &(t) (31)
2(t) = (*(t) + 3a”e()) + (3a® + 3e*(t)a) coswt
+ 32(t)a® cos 2wt + La® cos 3wt. (32)

Sygnal 23(t) zawiera trzeciag harmonicznga. Zatem mozemy badaé wplyw trzeciej harmonicznej
na x(t) poprzez badanie sumy sygnatéw (po zastosowaniu filtru gérnoprzepustowego na z3(t)):

1) y(t) — odfiltrowany z>(t),
2) u(t) = up cos 3wt + 4(t), (33)

stosujac kryterium Grangera tak, jak w przypadku drugiej harmonicznej.

Mozna stworzy¢ odpowiedni formalizm, w ktérym uwzglednimy dwie mozliwosci: N do-
wolnych czestoéci kotowych w;, ¢ = 1,2,..., N, oraz nieliniowosé rzedu n = 2,3,.... W tym
wypadku zaréwno N jak i n sa dowolne. Rozpatrujemy wtedy oddzielnie przypadek n = 2k
in=2k+ 1, tj. parzystego i nieparzystego. Latwo uogélniamy i mamy sygnal z"(¢). W tym
przypadku otrzymujemy sume wyrazéw n-tych harmonicznych kazdej czestotliwosci

nw;, 1=12,...,N. (34)

Otrzymujemy takze czestotliwosci mieszane

N N
Wmieszane = Zmiwia gdZie Z ‘mz| =n, m; € Z. (35)
=1 =1



W przypadku, gdy n = 2k (parzyste), otrzymujemy réwniez czton staly, ktéry jest nieobecny
w przypadku nieparzystym. W pelnej sumie wystapia réwniez, podobnie jak we wzorze (12),
czlony z nizszymi czestotliwosciami pomnozone przez odpowiednie potegi £(t). W przypadku n
parzystego stosujemy filtracje gérnoprzepustowa celem odfiltrowania sktadowej statej. W przy-
padku n nieparzystego taka filtracja nie jest w ogdlnosci potrzebna. Celem zbadania wptywu
przyczynowego wyzszych harmonicznych na oryginalny sygnal dokonujemy odpowiedniej filtra-
cji sygnatu 2" (t) za pomoca filtru selektywnego wokét nw; lub wokét dowolnej czestotliwosci
mieszanej (35). Wplyw skladowej statej w przypadku parzystym mozemy zbadaé¢ podobnie jak
dla n = 2, dokonujac filtracji dolnoprzepustowej. Otrzymane odfiltrowane sygnaly sumujemy
z odpowiednimi sygnatami wysokoczestotliwoéciowymi i stosujemy kryterium Grangera dla dwu
réznych wariancji. Jesli chcemy zbadaé wplyw sygnalu malej czestotliwosci (tj. o czestosci koto-
wej wi, © = 1,2,...,N) lub tez sumy sygnaléw malej czestotliwosci czy tez pelnego sygnatu z(t),
postepujemy w sposob odwrotny. Dotyczy to takze sygnaltu stalego (skladowej stalej). Latwo za-
uwazy¢, ze badajac wyzsze harmoniczne mozemy badaé zwigzki przyczynowe miedzy sygnatami
o duzej i maltej czestotliwosci. Metoda ta jednak nie jest zbyt wygodna. Dlatego tez w dalszym
ciggu rozpatrzymy inne metody zwiazane z modulacja sygnatu o wielkiej czestotliwoéci przez
sygnal o malej czestotliwosci.
Mamy

x(t) = xo coswt (36)
y(t) = yo cos . (37)

x(t) jest sygnalem o malej czestotliwosci, a y(t) sygnalem o wielkiej czestotliwosci. Bedziemy
rozpatrywali tzw. modulacje czestotliwoéci FM (Frequency Modulation) i modulacje fazy (Phase
Modulation):

yrMm(t) = yo cos (Qt + k¢ / x(t) dt + 81)

ypm(t) = yo cos(Qt + kg coswt +€1),

(38)

gdzie €1 jest szumem, a k¢ gleboko$cia modulacji. Otrzymamy w obydwu przypadkach efektywna
czestotliwosé sygnatu zlozonego

d
O = O + ks coswt + % dla FM (39)
= . dey
Qo = Q — kg sinwt + T dla PM. (40)
Sygnal zmodulowany mozemy réwniez zapisac
ym(t) = yo cos(0i(t) + &), (41)
01(t) = Qf + o + ki / 2(t) dt, (42)
02(t) = Qt + o + kez(t), (43)

gdzie ¢ oznacza faze poczatkows, przyjmowang za zero.
Sygnal modulujacy moze mie¢ bardziej ztozona postaé

x(t) = Afy sinwit + Abs sin wat. (44)
Sygnal zmodulowany mozemy zapisa¢ w postaci zespolonej

z(t) = Re{yoej(9t+x(t)+g)} = yp cos (U + Aby sinwqt + Aby sinwat + 2). (45)



Korzystajac z postaci wyktadniczej mamy

n=-+o00 m=-+00

z(t) = yo Z Z Jn(A601) T (AG2) cos[(Q + nwi + mws)t + E]. (46)

NnN=—0o0 M=—00

W przypadku pojedynczego sygnatu

n=+oo
yrMm(t) = Yo Z In(kg) cos(Qt + nwt + £1) (47)
Julk) = J_n(ke), 1 parzyste, )
Jn(ke) = —J_n(kt), n nieparzyste,
Jn(z) jest funkcja Bessela n-tego rzedu (I rodzaju).
Zauwazmy, ze gdy
zpa(t) = yoe e (49)
pr(t) = Re ZPM(t) (50)
QPM(t) =0t + kpl'(t) + e (51)
dx(t) de
Qpm(t) = Q+ ky T (52)
Abpn = kp|$(t)|max + E(g(t))maxa (53)
gdzie F(&(t))max jest wartodcia oczekiwana szumu i
|Afpm| < 1, (54)
mozemy dokonaé nastepujacego przyblizenia
ZPM(t) i~ yo(l —i—jkpm(t) -l-Jg) (55)
Zatem
ypm (t) = Rezpm(t) = yo(cos Qt — yo(kpx(t) + ) sin Q). (56)
Niech
x(t) = zg sinwt. (57)
Zatem otrzymujemy
ypm (1) = yo(cos Ut — kyzg cos(Q — w)t + Skpxo cos(Q + w)t — esinlt). (58)

Z drugiej strony mozemy korzystajac ze wzoru (47) otrzymaé¢ wzér przyblizony

yrm (t) = yo{Jg(kf) cos(Q + e1) + Ji (k) [cos((Q — w)t +e1) + cos((Q + w)t + £1)]
+ Ja(ke) [cos((2 — 2w)t + £1) + cos((2+ )t + 1)} (59)

Majac tak zmodulowane sygnaly mozemy postawi¢ zagadnienie wplywu przyczynowego sy-
gnatlu z(t) na sygnal wielkiej czestotliwoéci w nastepujacy sposéb. Niech bedzie dany sygnal
y(t) wielkiej czestotliwosci, ktéry chcemy poréwnaé z sygnatem danym wzorem (36). W tym ce-
lu tworzymy sygnal zmodulowany ypn(t) lub ypa(t) 1 poréwnujemy go z sygnatem (t) badajac
sume

y(t) +ypm(t) +€ (60)



w prostokatnym oknie czasowym
t1 <t <ts. (61)

Jezeli warto$¢ oczekiwana (w tym oknie czasowym) sygnalu (60) bedzie mniejsza niz danego
sygnalu y(t), to twierdzimy, ze x(t) ma wplyw przyczynowy (zgodnie z Grangerem) na sygnal
y(t). Okno czasowe prostokatne ze wzgledu na wygode matematyczna moze byé¢ zastapione
przez okno gtadkie, np. typu Gaussa. Tak bedzie w przypadku pelnej modulacji. W przypadku,
gdy mamy do czynienia z przyblizeniem typu (55), stosujemy poprzednie metody poznane przy
okazji badania wplywu wyzszych harmonicznych oraz czestotliwosci mieszanych. Oczywiscie
pamietamy, ze sygnal bedacy przyczyng musi poprzedzaé¢ badany sygnal. Czasami mamy do
czynienia z sygnatem ztozonym, np.

ywy(t) = a(ywe(t))n (62)
Ywe(t) = yo cos(Qt + kpx(t) + e1(t)) + e2(¢), (63)

gdzie €1(t) 1 £2(t) sa niezaleznymi szumami.
Niech n = 2. Latwo zauwazy¢, ze

Ywy (t) = Sayg (14 cos(290t + 2kpx(t) + 221 ())) + 2y0aea(t) cos(Qt + kpz(t) +e1(t)) +5(t). (64)
Stosujac filtr gébrnoprzepustowy eliminujemy sktadowa stala i dostajemy
Tayd cos(290t + 2k, (t) + 2e1(t)) + 2yoaca(t) cos (U + kpz(t) + e1(t)) + 5(2). (65)
Zakladamy, ze
x(t) = zgsinwt + £1(t). (66)

Wtedy powstaje problem wplywu przyczynowego z(t) na sygnal g(t) powstajacy w podobny
sposéb, jak nasz zlozony sygnal ywy (t). W celu zbadania wptywu dokonujemy eliminacji nizszych
czestotliwosci przez splot z filtrem gérnoprzepustowym powyzej czestotliwosci Q + A€, gdzie

AQ = kpl(t)max + E(e1(t))- (67)

Nastepnie stosujemy prostokatny filtr czasowy (lub jego wygladzenie, np. Gaussowskie) i poréw-
nujemy sygnal z sygnatem
20 cos(20 + 2k, x(t) + 221 (t)). (68)
W ten sposéb kombinujemy metode drugiej harmonicznej z opisana powyzej.
Cala procedure mozemy opisa¢ w ogdlniejszej formie wprowadzajac pojecie operatora modu-
lacji

M(s(t)) = a+ bs(t) +jes(t), (69)

gdzie a, b, c — stale,
5(t) = H(s(t)) = %ﬁntfg :(_Tl dr = % * s(t) (70)
s(t) = H M (s(t)) = —% P/_;oo t§(_7‘)T dr = —% * 5(1), (71)

H oznacza transformate Hilberta, H~! jej odwrotna, 5(¢) jest transformata Hilberta s(t), * ozna-
cza splot, P wartos¢ gtéwna calki.
Rozpatrujemy sygnat

u(t) = Re(2(t)) = Re(M(s(t))uoe?), (72)



s(t) =mf(t), 0 <m <1, | f(t)|max = 1, $rednia f(t) = f(t) =0, a € (0,1), b, c € R,
2(t) = (a + bs(t) + jcs(t))uge™". (73)

Zakladamy, ze
f(t) = focoswt + (1), (74)

gdzie £(t) oznacza bialy szum. W ten sposéb mozemy zdefiniowaé wszystkie rodzaje modulacji
i zbadaé przyczynowy wplyw sygnalu f(t) na sygnal dany (jesli zostal zmodulowany).
Dla a =b=1, ¢ =0 mamy tzw. AM (Amplitude Modulation) — modulacje amplitudy,

zam(t) = uo(1 + mf(t))e°t,  upanm = Rezam(t). (75)
W dziedzinie czestotliwosci mamy

Zam(w) = A(w — wop) (76)
A =uy(2m6(w) + mF(w)), (77)

F(w) jest transformata Fouriera f(t), czyli
uanm(w) = L[A(w + wp) + A(w — wp)]. (78)
Dla a = c¢=0, b =1 mamy AM-SC (Amplitude Modulation with Suppressed Carrier), tj.

zam_sc(t) = mug f(t)e?0! = a(t)e“o! (79)
uam-sc(t) = Re(zam—sc(t)) = a(t) coswpt. (80)

W dziedzinie czestotliwosci
zaM-sc(w) = A(w — wo) = mugF (w — wo) (81)
uaM-sc(w) = 3(A(w +wp) + Aw — wp)) = 2 (F(w + wp) + F(w — wp)). (82)

Biorac a = 0, b = ¢ = 1, otrzymujemy SSB-SC (Simple Sideband with Suppressed Carrier),
czyli R _ .
zssp-sc(t) = uo(mf(t) +jmf(t))e"" = (a(t) + ja(t))e". (83)

Zatem mamy
ussp—sc(t) = a(t) coswpt — a(t) sin wot. (84)

W dziedzinie cze¢stotliwosci

Zssposc(w) = A(w — wp) + jA(w — wo) = [1 + sgn(w — wo)]A(w — wp)

0
— Y w < UJO, (85)
2A(w — wp), w > wo,
tgsp—sc(w) = ${(1 — sgn(w + wp)) A(w + wp) + (1 — sgn(w — wo)) A(w — wp) }
Alw+wp), w < —wy,
=40, —wy < w < wp, (86)

Alw —wp), w > wp.



Jezeli a = 0, b = —c = 1, to mamy podobnie

zssB-sc(t) = (alt) — ja(t))e™! (87)
ussp—sc(t) = a(t) cos wot + a(t) sin wot. (88)

W dziedzinie czestotliwosci

Zssp-sc(w) = (1 + sgn(w — wg))A(w — wp)
w > wo,
ussp-sc(w) = % 1+ sgn(w + wp))A(w + wo) + (1 — sgn(w — wp))A(w — wo) }
w + wo w > —wo,
= w < wp, lub w > wy, (90)

w—wo, w < wp.

Dla a =1, b= c =1 mamy SSB (Single Side Band) ze wstega gérna lub dla b = —¢c =1
SSB ze wstega dolng. Mamy

zgsB(t) = uo(1 + mf(t) £ jmf(t)er = (ug + a(t) £ ja(t))e™o! (91)
ugsp(t) = up coswot + a(t) cos wot F a(t) sinwot (92)

lub .
ussp(t) = \/(uo + a(t))? + a2(t) cos (wo(t) + arctg UOC:L(cz(t))' (93)

W ten sposéb przedstawiliSmy systemy modulacji amplitudy, ktore sa liniowymi systemami
modulacji. Badanie przyczynowoéci wg Grangera bedzie tu polegato na wprowadzeniu do zaszu-
mionego sygnalu danego o duzej czestotliwosci sygnalu malej czestotliwosci z szumem (zgodnie
oczywiscie ze schematem modulacji). Jesli warto$é wariancji zmniejszy sie, bedziemy moéwili, ze
sygnal o malej czestotliwosci wplywa przyczynowo na sygnat o wielkiej czestotliwosci.

Podana wyzej modulacja uzywalta operatora modulacji, ktéry byt liniowy. Mozemy réwniez
rozpatrywac nieliniowe operatory modulacji

M(s(t)) = eV ®) (94)
V(s(t)) = o(t) = kps(t) (95)
V(s(t)) = o(t) = kt /0 s(7) dr. (96)

Operatory (95) i (96) daja nam znana juz modulacje fazy i czestotliwosci, o ktérej juz pisaliSmy.
Zgodnie z prezentowanym teraz formalizmem mamy
zpm(t) = ugel(wottkps(t)+er) (97)

ZFM(t) _ Uer (w0t+kf fot S(T)dT-‘rEl). (98)



Oznaczamy

Ap = |p(t) — wot|max
Aw = |wz(t) - O-)O|Inax

p_ v
wo
ds deq
WiPM = Wo + k’p a ﬁ
d
wiFM(t) = wp + kfs(t) + %

(99)
(100)

(101)
(102)

(103)

(102) i (103) sa efektywnymi czestotliwosciami kotowymi w przypadku modulacji PM i FM.

ds(t)
dt

ASOPM = kp|5(t)’ma)<7 Awpn = kp

max

¢
Appym = kf‘/o s(t)dr

5 AWFM = kf‘s(tﬂmax

ON
0=
‘f(t)|max = 1, f(t) =0

zpm(t) = uged(WotHARF()
upm(t) = Re zpm(t) = ug cos(wot + Apf(t))
zrm(t) = uge (wot+aw [ f(r) dr)

upm(t) = Re zpm(t) = g cos (wot + Aw /Ot f(7) dT),

f(t) oznacza $rednia funkeji f(¢).
Rozpatrzmy w tym formalizmie modulacje FM. Niech

‘Aw/otf(T)dT < L

max

Zatem
N L LRy /Otf(r) dr
zem(t) = ug(1 + ja(t))eo!
upM(t) = Re zpm(t) =~ up(coswot — a(t) sin wot)
a(t) = Aw /0 "ty ar.
W dziedzinie czestotliwosci

zZrm(w) = 2mupd(w — wo) + jupA(w — wp)

tupm(w) = mug[d(w 4+ wo) + d(w — wo)] +j 4 (A(w — wo) — A(w + wp)).

Niech
S(t) = Um COS wmt, |S(t)|max = Um, f(t) = COS wmt’
A
Aw = kuyy,, szkfu—m e =p.
Wm Wm
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[ nazywamy indeksem modulacji. Wtedy
wi(t) = wo + ke, coswpt = wo + Aw cos wi,t
2ZFM (t) _ qujwotejB sin wmt

lub -
ZFM(t) = Up Z Jn(ﬁ)ej(wo-}-nwmt)’

n=—oo

co jest naszym znanym juz wzorem.
Dalej mamy

uppm(t) = Re zppm(t) = uo nio Jn(B) cos(wo + nwmt),

n=—oo

In(B) = J-n(B), n parzyste,
Jn(B) = —J_n(B), n nieparzyste.

Zatem
upn () = uo Y Jn(3)(cos(wo + nwpmt) 4+ (—1)™ cos(wo — nwmt)) + ugJo(/3) cos wt.
n=1

Rozpatrujac przypadek FM w podanym formalizmie mamy dla

|Ap| < 1
AT ~ 1 L jAQf(1).

Ay nazywamy dewiacjg fazy.

Zatem
ZPM(t) = UO(l +ja(t))6jw0t
upm(t) = Re zpm(t) = ug coswot — a(t) sinwypt,
gdzie
a(t) = Apf(t).
Gdy
5(t) = U Sin wyt,
to
Ap = kpum, Aw = kpupmwny = Apw,.
W ogoélnosci mamy
. . . n:+m .
ZPM (t) = uoejwotejAw sinwmt _ U Z Jn(Aw)ej(wo-i-nwmt)
n=-—00

UPM(t) = Re ZPM(t)

=g »_ Jn(Ap)(cos(wo + nwpt) + (—1)" cos(wy — nwmt)) + uoJo(Ap) cos wt.

n=1
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(121)
(122)

(123)

(124)

(125)

(126)
(127)

(128)
(129)

(130)

(131)

(132)

(133)

(134)



Warto wprowadzi¢ szerokosci pasma czestotliwosci w obu przypadkach:

By = 2(Aw + wm), 6> 0. (135)
Latwo zauwazy¢, ze

Bpy = 2Aw  dla Agp > 0.5 (136)

Bpm =~ 2(Ap + 2)ww, (137)

gdzie wy jest ograniczeniem sygnalu modulowanego.
Dla przypadku Ay > 10 mamy
BPM ~ 2Ag0wm. (138)

W przypadku modulacji AM mamy oczywiscie
Bay = 2wy, Brv = 2(Aw + wyp). (139)

Mozemy wprowadzié¢ ogélny operator modulacji M(t;s(t)) taki, ze sygnal zmodulowany jest
dany przez

2(t) = M(t; s(t))e*°t, (140)

czyli
u(t) = Re z(t) = Re{M(t; s(t))e°t}, (141)
s(t) = so(t) +e(t), (142)

gdzie s(t) jest sygnatem deterministycznym, a e(t) szumem. Rozpatrzmy jeszcze przeksztalcenia
sygnaléw zmodulowanych katowo (tj. fazowo). Niech

ue = F(uy) (143)

t
ur(t) = u; cos(wot + Aw/ f(9)do + 6). (144)
0
Wprowadzmy nowa zmienng czasowa
T(t)=t+— [ f(V)d9. (145)

Zatem mamy
ur(T) = u; cos(woT + €) = w;(coswoT cose — sinwyT sine). (146)

Rozwinmy w szereg Fouriera wyrazenie (143) wzgledem nowej zmiennej. Otrzymujemy

oo
uo(T) = ugo + Z (uon, cos(nwoT) cos e — vop, sin(nwot) sine)
n=1

= ugp + i (u(m cos (nwot + nAw /t f() d19) cos e
n=1 0

— Von, sin(nwot + nAw /Ot f(¥9) d19) sin s) =ugp(t), (147)
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gdzie

C 7r/w0
T WOQTEH) / / F(u; coswor) cosnwordr, C(0)=1, C(n)=2, n>1 (148)
—7/wo
wg [T/wo . .
Vop, = — F(u; sinwoT) sin nwot dr. (149)
T J—7/wo

Wprowadzajac nowe zmienne

UQy, COS € = Uy, COS Ny

Vop, Sin € = Ty, Sin 7y, (150)
tg, =~ tge,
Uon
mamy

Uy = \/u%n cos?e + v, sin?e (151)

o0 t
uo(t) = ugo + Z Uy, COS (nwgt + nAw/ f(0)dv + nn(t)), (152)

n=1 0

gdzie n,(t) jest przeksztalconym bialym szumem.
Do poréwnania z sygnalem (152) mozemy uzywaé sygnatu

zn(t) = zop cos (nwot + nAw /Ot f(9)dd + g(t)), (153)

gdzie £(t) jest sygnalem stochastycznym.
Rozpatrzmy jeszcze jeden przyktad sygnatu zmodulowanego katowo

ui(t) = u; cos(wot + p(t) + £(t)) = Re(zi(t)) = Re(u;el0tel?®eis®) (154)
o(t) = Aw /0 " F0)av (155)
w(t) = wo + &(t) = wo + Awf(t). (156)

Rozpatrzmy filtracje tego sygnalu za pomoca filtru o charakterystyce h(t) w dziedzinie czasu.
Mamy

3 . t . . .
wo(t) = / h(ryuilt - 7) dr = u; Re{ " / B(r)e o dRTEET gk (157)
0 0

Niech

f(t) = coswnm(t). (158)
WezZzmy pod uwage rozwiniecie w szereg
. 1.

ot —7) =) = p)7 + 5 G+ ... (159)
eIP(t=T) _ ie(t) o =io(t)T i1 B(O)T7+...) (160)

Niech
p(t —7) > o(t) — ()T (161)
[9(t) lmax = Aw,  [G(t)|max = Augwnr- (162)
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Wtedy otrzymamy

wo(t) = Re{ej(WOt+<P(t)) /0 = h(T)e—j(wow(t))feje(t—ﬂ}, (163)
Wtedy
up(t) = Up(t) cos(wot + ¢(t) + arg H({wi(t)}, {e})) (164)
Uo(t) = Uil H({wi(t)}, {e})], (165)
gdzie .
H({wi(t)}, {e}) = / h(r)e @i OTHEE=T) g7 (166)
0

W ten sposéb mamy pewien formalizm do badania przyczynowosci Grangera przeksztalconych
sygnaltow.

Rozpatrzmy jeszcze demodulacje. Polega ona na otrzymaniu sygnaltu niskiej czestotliwosci
ze zmodulowanego sygnalu wielkiej czestotliwosci. W przypadku modulacji amplitudy AM (kaz-
dego typu) demodulacja polega na znalezieniu obwiedni sygnatu. Zatem analiza przyczynowosci
Grangera bedzie polegata na analizie sygnalu obwiedni i poréwnaniu go z sygnatem niskiej
czestotliwosci. Jesli suma tych sygnaléw bedzie miata mniejsza wariancje niz sygnat obwiedni,
wtedy bedziemy mogli powiedzie¢, ze dany sygnal wplywa na sygnal wielkiej czestotliwo$ci.
W przypadku modulacji katowej sytuacja jest bardziej skomplikowana. Np. mamy

u(t) = 5(9 +kp dfl(:) + 52) = BQ(1), (167)
gdzie
Qt) = Q—i—kpdfi(:)—i-gg. (168)
Np.
x(t) = o sin wt. (169)

Sygnal ten mozemy poréwnaé z sygnalem podejrzewanym o bycie przyczyna zmodulowanego
sygnatu wielkiej czestotliwodci.

Mozemy to uzyska¢ odzyskujac faze sygnalu wielkiej czestotliwosdci lub jego czestotliwosé
(zmienna). Wtedy poréwnujemy z faza sygnal podejrzewany o bycie przyczyna sygnalu wielkiej
czestotliwosci. W przypadku, gdy otrzymalismy czestotliwosé, poréwnujemy pochodna sygnatu
z otrzymana czestotliwoscia. Wréémy jeszcze do demodulacji amplitudy. Mamy wtedy

y(t) = x(t) cos Ut (170)
x(t) = xo cos(wt + £), (171)

gdzie € jest szumem. Mozemy stosowa¢ demodulacje homodynowa, tj. rozpatrywaé sygnat
ya(t) = y(t) cos Ut = Sa(t) + Jz(t)208. (172)

Dokonujac filtracji dolnoprzepustowej otrzymujemy sygnal modulujacy x(t). Mozemy réw-
niez dokona¢ demodulacji heterodynowej. Wtedy mamy generator czestotliwosci posredniej wy,
i w podobny sposob rozpatrujemy sygnal zdemodulowany

(t)

ya(t) = y(t) coswpt = T[COS(Q — wp)t + cos(2 + wp)t]. (173)
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Dokonujeny filtracji gérnoprzepustowej i znajdujemy obwiednie pozostalego sygnatu.
W formalizmie modulacji i demodulacji rozpatrywaliSmy sygnaly deterministyczne zaszu-
mione szumem £(t). Mozemy jednak rozpatrywaé sygnaly stochastyczne. Np.

n(t) = no cos(t + D) (174)
lub
n(t) = H(t)cos(t), (175)
gdzie
an =0 - P (176)
a(t) = / Q) dt, 0(t) = 2r / F(b) dt. (177)

0(t), H(t) sa procesami stochastycznymi, a 19,2, ® zmiennymi losowymi. W ten sposéb moze-
my stosujac metode przyczynowosci Grangera dojé¢ do przyczynowego oddzialtywania kanatdw
o réznej czestotliwosci.

Podane tutaj przyklady demodulacji i modulacji analogowej pochodza z radiotechniki i sg
tradycyjnie wykladane na wydziatach elektroniki na calym Swiecie. Trudno jest powiedzie¢, kto
pierwszy opublikowal cytowane tu wzory, oprécz dodanego szumu oraz préb analizy przyczyno-
wosci (co jest osobistym wkladem autora). Nie rozpatrywaano tutaj zadnych rodzajéw modulacji
i demodulacji cyfrowej, co oczywidcie mozna dodaé i dokonaé analizy przyczynowosciowej. Wy-
stepujace tu procesy modulacji i demodulacji moga wystepowaé w tej lub innej formie w neu-
rofizjologii na réznych poziomach struktury, tj. pojedynczych neuronéw (np. wplyw jednego
neuronu na LTP (Long Term Potentiation) drugiego), takze polaczen synaptycznych. Moze to
mie¢ wplyw na konsolidacje i rekonsolidacje pamieci. Oddzialywanie jednych struktur mézgo-
wych na drugie, np. rytm ~. Mozna réwniez poszukaé swojego rodzaju polaczen informacyjnych
w moézgu, tj. sprawdzié¢, czy istnieje przyczynowos¢ w sensie Grangera miedzy odlegltym proce-
sem niskiej czestotliwosci a fluktuacjami w wyzszej czestotliwosci innych proceséw. W przypadku
odkrycia przyczynowoéci w sensie Grangera mozna by stwierdzié, ze istnieje kanat przesytania in-
formacji miedzy tymi strukturami. W ten spos6b mozna by byto méwié o rozproszonej (w sensie
przestrzennym) pracy moézgu, a wiec i proceséw myslenia.
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