Metoda Hartree—Focka

1. Elektronowe réwnanie Schrodingera

Jednym z gléwnych zagadnien chemii kwantowej jest rozwiazywanie stacjonarnego elek-
tronowego rownania Schrédingera:

HU = EV (1)

gdzie: H — hamiltonian elektronowy ukladajacy skladajacy sie z N-jader atomowych i
n-elektronéow; ¥ — funkcja falowa opisujaca uktad n-elektronéw; E — energia elektrono-
wego stanu stacjonarnego.

Réwnanie to rozwiazuje sie dla ustalonego polozenia jader atomowych. Posta¢ hamilto-
nianu elektronowego wyraza sie nastepujacym wzorem:
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gdzie: indeksy i oraz j reprezentuja elektrony, a « i 3 reprezentuja jadra; r; oraz R, sa
odpowiednio wektorami potozenia i-elektronu oraz a-jadra; Z, — tadunek a-jadra; V —
operator energii potencjalnej dla uktadu jader i elektronéw.

Rozwiazaniem réwnania (1) dla hamiltonianu (2) jest funkcja:

\I!(ql,...,qn) (4)

gdzie ¢; = (r;,04) to wspoélrzedna spinowo—polozeniowa i-elektronu.

2. Wyznacznik Slatera

Rozwiazanie to znacznie by sie uproscilo gdyby mozna bylo zalozy¢, ze funkcja ta jest
iloczynem spinorbitali (jednoelektronowych funkeji):

U(gr,...,qn) = P1(q1)P2(q2) - - Pr(qn) (5)
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Jednak funkcja o takiej postaci nie spelnia postulatu o antysymetrii funkeji falowej dla
fermiondw tzn. nie jest antysymetryczna przy zamianie wspélrzednych elektronéw. Aby
rozwigzaé ten problem buduje si¢ funkcje ¥ w postaci wyznacznika Slatera:

. Pi(q1) - Pilgn)
V(g1 qn) = —= : : (6)
\/a (I)n(ql) (I)n(qn)

Przyjecie takiej postaci funkcji ¥ zapewnia juz antysymetrie, ale tak samo jak postaé (5)
nie uwzgledniajacego korelacje elektronowe;j.

Metoda Hartree-Focka (HF) pozwala znaleZé najlepsza postaé spinorbitali uzytych do
budowy wyznacznika Slatera. Postaci tych spinorbitali bedziemy szuka¢ metoda waria-
cyjna nakladajac wiaz ortonormalnosci spinorbitali, dzieki czemu funkcja ¥ o postaci
(6) bedzie automatycznie unormowana, a warto$¢ $rednia € hamiltonianiu H przyjmie
prosta postac:
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Taka posta¢ wyrazenia na € znacznie ulatwia wykonanie rachunkéw, redukujac calki
wielo-elektronowe do catek jedno- i dwu-elektronowych. Zalozenie o ortonormalnoéci spi-
norbitali jest wlasciwym podejéciem poniewaz z wlasnosci wyznacznika wynika, ze nie
ma znaczenia, czy uzyjemy ortogonalnych spinorbitali, czy ich kombinacji liniowych.

3. Metoda wariacyjna

Spinorbitali szukamy metoda nieoznaczonych mnoznikéw Lagrange’a wyznaczajac naj-
mniejsza warto$¢ funkcjonatu (8) w przestrzeni funkcji spelniajacych warunek ortonor-
malnosci. Parametrami wariacyjnymi sg tutaj spinorbitale. Sprowadza sie to do rozwia-
zania nastepujacego rownania:
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gdzie: d — roézniczka; L — mnoznik Lagrange’a.
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4. Uklad ré6wnan Hartree-Focka

Rozwiazanie réwnania (11) prowadzi do nastepujacego uktadu n-réwnan pozwalajacego
wyznaczy¢ spinorbitale:
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Aby uprosci¢ powyzsze wyrazenie wprowadzimy dwa rodzaje operatoréw. Operatory co-
ulombowskie — orbitalny Jj i catkowity J :
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oraz operatory wymienne — orbitalny K}, i calkowity K :
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Wéwezas wyrazenie (13) mozemy przedstawié¢ w takiej prostej formie:
(h+J = K)®;(ry,01) ZLCI) r1,01), ief{l,...,n} (18)

a caly uklad n-réwnan w postaci macierzowej wyglada tak:
(h+J = K)[®] = [L}][@] (19)
gdzie: [®] = [®y,...,®,]"; [LI] - macierz mnoznikéw Lagrange’a o elementach IL¢.

Nalezy zwr6cié uwage, ze operatory (14) =+ (17) zaleza od zestawu spinorbitali uzytych
do ich zdefiniowania. Okazuje sie jednak, ze zaréwno operatory (14) =+ (17) jak i funkcja
U o postaci (6) (z doktadno$cig do czynnika fazowego %) sa niezmiennicze, ze wzgledu
na transformacje unitarne spinorbitali. Mozna, wiec tak dobra¢ macierz unitarna [IU;-],
aby macierz [U5]T[L}][U?] byla diagonalna. Dokonajmy, wiec transformacji [®] = [U?][®’]
i pomnézmy lewa strong réwnania (19) przez [TU;-]T:

[U1F(h + J — K)[UL)[@'] = [U4]T[LE)[U%) (@) (20)
(h+J - K)[®'] = [(e1,...,e)][@] (21)
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gdzie: [(e1,...,&,)] — macierz diagonalna o elementach na diagonali 1, ..., &,.
Dostaliémy w ten sposéb uklad réwnan (21) pseudowlasnych na spinorbitale.

Warto tu napisaé, ze metoda HF jest metoda sredniopolowa — kazdy spinorbital jest
liczony w polu $rednim pochodzacym od pozostalych spinorbitali, a funkcja ¥ w postaci
wyznacznika Slatera (6) nie uwzglednia korelacji elektronowe;j.

5. Metoda Hartree-Focka-Roothaana

Dysponujemy wigc réwnaniem (21), ktére pozwalaja nam znaleZzé optymalne spinorbitale.
Niestety rozwiazanie ich wymaga ogromnych mocy obliczeniowych, dlatego stosuje sie
nastepne przyblizenie, ktére pozwala sprowadzié¢ problem nieliniowy (21) do liniowego —
zaklada si¢ w nim, ze spinorbital jest kombinacja liniowa funkcji pewnej bazy:

Pi(q) = ZCJI'CXj(ql) (22)
=1

gdzie: {x;}je1,...m — baza funkcyjna, przyjmujemy ze m > n.
Jesli podstawimy spinorbitale o postaci (22) do réwnania (21) to dostaniemy uklad réw-
nan algebraicznych na wspoétczynniki CJ’?:

[FiC* = ex[SIC*,  ke{l,...,n} (23)
gdzie: CF = [CF,...,CE]T; [Fi] — macierz Focka o elementach F% = (x;|h + J — K|x;);
[S%] — macierz calek nakrywania o elementach S% = (xi|x;)-

W ten spos6b otrzymuje sie metode Hartree—Focka—Roothaana (HFR). Stosujac dosta-
tecznie duze i odpowiednio przygotowane bazy funkcyjne mozemy ta metoda zblizaé sie
dowolnie blisko dokladnosci metody HF.
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