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I Algebra kwaternionéow
Definicja 1. Algebrg nad ciatem € nazywamy ciag uporzadkowany
A =W, €, ), (1.1)
gdzie
W = (A,€,0,0) (1.2)
jest przestrzenig wektorowa nad ciatem %,
¢ =(C,+,) (1.3)

jest ciatem, x jest dzialaniem w zbiorze A, powiazanym z pozostalymi dziataniami:

/\ A\ Aol(axb)=(Aoa)xb=ax(Aob) (1.4)
AEC abeA
/\ c*x(aob)=(cxa)o(cxb) (L5)
a,b,ce A
/\ (aob)xc=(axc)o(bxc) (I.6)
a,b,ce A

— rozdzielnos$¢ prawo- i lewostronna.

A A (-po(axt) = (Aoa)s (wob) = Ao (uo (axb)). (L7)

a€A p eC

* moze by¢ nieprzemienne

axb#bxa (L.8)
oraz nietaczne
ax*(bxc)# (axb)x*c, (L.9)
moze tez mie¢ dzielniki zera
ay x ags = ©, (I.10)

gdzie a; # ©, az # © i © jest zerem w grupie abelowej (A, 0).



Dziatanie * moze by¢ odwracalne dla a # @, tj. istnieje b, ze
axb=1, (I.11)
gdzie 1 jest jedynkg w algebrze A,

N Txa=axI=a. (1.12)
acA

Gdy istnieja dzielniki zera i mamy powyzsza wlasnosé, elementy odwrotne nie istnieja dla
dzielnikow zera. Wszystkie aksjomaty dla przestrzeni wektorowej # i ciala € sa spelnione.
Ciag uporzadkowany
P = (A, o,*)

jest pierscieniem w ogdlnosci nieprzemiennym ze wzgledu na mnozenie ,x”. Istnieja uogdlnie-
nia tego pojecia na pierscienie nielgczne, aczkolwiek zakladamy czesto, ze pierécien ten posiada
jedynke T ze wzgledu na mnozenie ,x”. Posiada on takze pewien podzbiér elementéw odwra-
calnych ze wzgledu na ,*”. Moze jednak mie¢ dzielniki zera. Pierscien ten moze posiadaé anty-
automorfizm inwolutoryczny. Uogélnienia pojecia taczno$ci mnozenia moga byé¢ nastepujace:
alternatywnosé x% xy = x * (x * y), lub gietko$é (x+y)* = x * (y * x).

Definicja 2. Wymiarem algebry (algebraicznym) nazywamy wymiar przestrzeni wektorowej # .
Wymiar moze byé¢ skonczony lub nieskonczony.

Definicja 3. Algebrg topologiczng </ nad ciatem topologicznym % nazywamy ciag uporzadko-

wany
A = (A, C,T), (1.13)

gdzie € jest ciatem topologicznym
€ = (¢, %) (I.14)
v =W,7), (I.15)

a # jest przestrzenia wektorowa (liniowa) topologiczna. Dzialanie  jest ciagle w topologii 7.
T jest topologia w C, a Z topologia w zbiorze A.

Wszystkie dziatania sa ciagte w odpowiednich topologiach. Np. ,,0” w iloczynie kartezjanskim
topologii A x .

Definicja 4. Algebrqg unormowang nazywamy algebre topologiczna, w ktérej topologia 7 jest
generowana przez norme || - ||, a topologia .7} jest generowana przez norme |- | (modul). Jesli
topologia jest zupelna, to algebre nazywamy zupelng, jesli zwarta, to zwartqg, osrodkowq, polskq,

spojng itp.
Zakladamy, ze

A bl <l - o] (L.16)
a,beA

Algebre mozna przenormowaé tak, aby

[lax ol = la]l - |[b]-



Mozna okresli¢ tez wymiar topologiczny A (pokryciowy, indukcyjny maty lub duzy) i jej pod-
zbior6w. Wymiar topologiczny (w ogélnosci) nie musi by¢ réwny algebraicznemu (tj. mocy bazy
Hamela przestrzeni wektorowej #°). Cialo € w zastosowaniach jest najczesciej ciatem liczb
rzeczywistych R lub zespolonych ¥. Mozemy jednak rozpatrywaé algebry nad cialem liczb wy-
miernych lub nad cialem liczb p-adycznych.

Od tego momentu zakladamy, ze rozpatrywana algebra jest nad cialem liczb rzeczywistych.

Bedziemy réwniez zakladaé, ze topologia .7 generowana przez norme || - || jest zupelna. Jesli nie
jest, to latwo mozemy rozpatrywaé jej uzupelnienie. Dla normy || - || zakladamy réwniez
A A Ixeall =Alal. (L17)
AeC acA

Anty-automorfizmem inwolutorycznym w algebrze o/ nazywamy odwracalny anty-automor-
fizm algebry & taki, ze

P A—- A

N\ ¢(@(x) ==z, ¢*=id,
€A

N\ P(zxy)=d(y) «D(z), D(xoy) =D(z) o d(y),
T,YyeA

/\ DP(Aox) = p(A)od(x),
AeCxeA

gdzie ¢ jest anty-automorfizmem inwolutorycznym w ciele €. Anty-automorfizm taki mozemy
okredli¢ w algebrze topologicznej &, wtedy zakladamy, ze jest on ciagly w topologii 7.
W przypadku algebry unormowanej zupelnej (Banacha) dodatkowo mamy

[2(2)|| < [|2]] |||
(P jest ciagly, ||®|| istnieje). Dodatkowo zakladamy, ze
O(z)r = a®(z) = |,
wtedy ||@|| =1 1 mamy
()] = [|l|

(zgodno$é normy z dzialaniem i ).
W algebrze z dzieleniem (gdzie istnieja elementy odwrotne dla kazdego z # 0) mozemy
okregdli¢
O(z) = [lz|* 27, & #0,
P(@) = ©.
Fatwo udowodnié, ze
O(z) xx =z +D(z) = |, | 2] = 1.

Czesto uzywamy oznaczenia

d(x) =7.

Definicja 5. Algebrg kwaternionéw H nazywamy algebre topologiczng nad ciatem liczb rzeczy-
wistych

H= (‘%4’%7*7 || ! H,@), (118)



gdzie Z* = (R* R,0,0) jest czterowymiarowq rzeczywista przestrzenia wektorowa nad ciatem
liczb rzeczywistych ze zwykla definicja o i o, Z = (R,+,-,| |), | - | oznacza zwykly modul
w zbiorze liczb rzeczywistych.

l|lal| = \/a%+a%+a%+a§ (I.19)
oznacza zwykla norme euklidesows w R*.

Dzialanie * mozemy okredli¢ w nastepujacy sposéb. Wprowadzamy w R* baze ortonormalng
€o, €1, €2, e3 W iloczynie skalarnym generujacym norme euklidesowa (I1.19),

(a,b) = agby + a1by + agbs + asbs (1.20)
lall = y/(a,a) (I.21)
tak, ze
(€i,€5) = dij, (1.22)
1 oznaczamy
eg=1
=i (1.23)
€2 =]
e3 =k

i,j, k tworza baze w przestrzeni R3. W ten spos6b mamy naturalny rozktad R* na R x R3. Innymi
stowy

FE*=FE' x E3, (1.24)

gdzie || - || jest zdefiniowana w E*, a inna norma
lalls = \/a? + a3 + a3, a= (a1,a2,a3), (1.25)
jest normg w E3.

Definiujemy dzialanie % na elementach bazy i,j,k tak, ze
=P =Kk=ixjxk=—1 (1.26)
W ten sposéb kazdy kwaternion zapisywany jest w sposéb nastepujacy:
p = ag +ia1 + jas + kas. (1.27)
Mnozenie kwaternionéw definiujemy nastepujaco:
p1* pa = (ag + iay + jag + kag) * (a, + ia} + jab + kajy), (1.28)

uzywajac zwyklych regul mnozenia wielomianéw i regut (I1.26).

W ten sposéb mnozymy wszystkie kwaterniony. Iloczyn tak okreslony jest taczny, chociaz
w ogolnosci nieprzemienny. Ma on jedynke 1 € R, jest takze odwracalny dla kazdego p # 0.
Element odwrotny p’ taki, ze

pxp' =p'xp=1, (1.29)



jest jednoznacznie okreélony, tak, ze wprowadzimy dla niego oznaczenie p~!, p # 0. Wprowadzi-
my takze pojecie kwaternionu sprzezonego (anty-automorfizm inwolutoryczny):

P(p) =D = ap — ia1 — jag — kas. (1.30)
Uzywajac P mozemy napisac
-1 D
P =9 (1.31)
Ipl?
Ipll* = pp = Dp. (1.32)

Jesli ||p|| = 1, mamy prostszy wzoér
p =D (1.33)
. jest anty-automorfizmem inwolutorycznym.

Uwaga 1. Definicje mnozenia kwaternionéw mozna wprowadzié¢ w inny sposob, zwany konstrukcja Cay-
leya-Dicksona. Konstrukcje te przeprowadzmy w nastepujacy sposéb:

Kazda czwoérke liczb definiujaca kwaternion mozemy zapisa¢ formalnie w postaci pary liczb zespolo-
nych (podkreslam: kwaterniony sq algebrg nad ciatem liczb rzeczywistych, nie zespolonych):

x:(fﬂl,xg), y:(ylay2)7 x17x27y17y2€(c~

Definiujemy
T *y = (T1y1 — YaT2, Y221 + T2Y1),
x> = (T1,—x2), T1 jest sprzezeniem zespolonym.
Tak okreslony iloczyn jest réwnowazny wprowadzonemu powyzej. Konstrukcje te mozemy kontynuowaé
dowolng ilo$é¢ razy w nastepujacy sposéb indukcyjny. Niech A,, bedzie algebra zdefiniowana dla pewnego
n > 1. Mnozenie w A, ;1 = A, X A,, definiujemy wzorem
Tkny1 Y = (T1 *n Y1 — Yo *n T2, Y2 *n T1 + T2 %5 Y1),

gdzie %, jest iloczynem w A,,, a #,41 jest illoczynem w A, 41,

33‘2(331,332), y:(ylayQ)a T1,22,Y1,Y2 EAnv

J_ﬁn-H = (ﬂ,—xg).
™ jest sprzezeniem w A,, "' jest sprzezeniem w A,.1. (Zauwazmy, ze F = (C,+,x,| - |, ) jest
cialem liczb zespolonych, gdzie C jest zbiorem liczb zespolonych, | - | modulem, ¢ anty-automorfizmem
inwolutorycznym (sprzezeniem zespolonym) takim, ze A z * p(2) = |2|?, a +, * zwyklymi dzialaniami

zeC
w C). W tej notacji sprzezenie zespolone w 4 ma posta¢ ~ 7, aw Z ,, 7. W ostatnim przypadku jest
oczywiscie réwne tozsamosci 1° = .
W ten sposéb dla n = 0 mamy liczby rzeczywiste, dla n = 1 zespolone, dla n = 2 kwaterniony,
dla n = 3 oktoniony, dla n = 4 sedeniony. Zauwazmy, ze dla n = 3 iloczyn jest nietaczny, aczkolwiek
alternatywny. Znaczy to, ze w nietacznej algebrze oktonionéw mamy nastepujace prawo:

w2 xy =a*(z*xy).

Dla n > 4 nawet tego prawa nie ma, mamy inne, stabsze



To prawo nazywane jest gietkoscig (flexibility). Wszystkie te algebry maja skoficzony wymiar 2", sa
unormowane w oczywisty sposéb za pomoca normy w E2". Zaczynajac od n = 4 (sedeniony) algebry
tego typu posiadaja dzielniki zera, tak, ze prawo

[l yll = [l - [yl

jest spelnione tylko dla elementéw niebedacych dzielnikami zera. Elementy rézne od zera i dzielnikow
zera sg odwracalne.

Po tej uwadze wracamy do gltéwnego toku.
Kazdy kwaternion mozemy zapisa¢ w nastepujacy sposob:

q=qs+ qp. (134)
qs nazywamy czedcig skalarna, a @, czescia wektorowa. Iloczyn kwaternionéw ¢ i p mozemy
zapisaé

p*q:ps(k_ﬁv'(TU +psiv +ﬁv'QS +ﬁvxiv7 (135)
gdzie

p=ps+Dy (1.36)

Dy = laq + jas + kas. (1.37)

Do - @y jest iloczynem skalarnym w E3,

Po - Gy = a10} + agas + azag (1.38)
ik

Do X Qv = |a1 a2 a3 (1.39)
ay ay ag

jest iloczynem wektorowym.

Zauwazmy nastepujacy fakt. Wprowadzajac kwaterniony mozemy okresli¢ dzielenie (mnoze-
nie tez) tréjwymiarowych wektoréw. Wprowadzimy w ten sposéb pojecie kwaternionu wektoro-
wego, tj. takiego, ktorego czeéé skalarna jest réwna zeru. Iloczyn dwédch kwaternionéw wektoro-
wych jest réwny

q-p=—qy Dyt Gu X Py (I.40)
Tloczyn ten pozostanie kwaternionem wektorowym, gdy
qv Py = 0. (1.41)

Zatem mnozenie to nie wyprowadza nas poza kwaterniony wektorowe wtedy i tylko wtedy, gdy
wektory odpowiadajace kwaternionom wektorowym sg ortogonalne.
Dzielenie okreslimy w nastepujacy sposéb:

1 q*p I .
q*xp = =———Qy XD 1.42
e = T P (142)
p = —(ia} + jab, + kaj) (1.43)

2 2 2
IplI? = lIpll3 = a}” + ab” + aj”. (I.44)



| - |l3 jest norma w E3.

Wprowadzenie tego dziatania bylo marzeniem R. Hamiltona. Sir Rowan uwazal to za swoje
najwieksze osiggniecie zyciowe. Uzywajac kwaternionow wektorowych mozemy reprezentowad
wektory trojwymiarowe. Wprowadzenie kwaternionéw zostato dokonane przed wynalezieniem
iloczynu wektorowego w E®. Iloczyn wektorowy dwéch wektoréw mozemy wprowadzié tylko
w E2 lub E7 (w dowolnym E™ mozemy zawsze wprowadzié¢ iloczyn wektorowy (n—1) wektoréw).
W przypadku E7 kierunek wyniku moze by¢ niejednoznaczny.

Reasumujac: algebra kwaternionéw jest czterowymiarowa laczna algebra nad cialem liczb
rzeczywistych, unormowana norma w E?% z dzieleniem. Jest oczywiscie algebra topologiczna,
gdzie baza topologii jest zbidr kul otwartych

K(xg,r) = {z € R* : ||z — zo|| < r}. (1.45)

Posiada ona anty-automorfizm inwolutoryczny. Jest wiec algebrg Banacha z gwiazdka.
Kwaterniony moga takze reprezentowaé obroty w tréjwymiarowej przestrzeni wektorowej E3.
W tym celu wprowadzimy kwaterniony jednostkowe, tj. takie, ze

Ipll =1, (1.46)
czyli
a3 +a? +ai+ai=1 (1.47)
Macierz obrotu (macierz ortogonalna)
RRT, detR #0, (1.48)

moze by¢ reprezentowana w nastepujacy sposéb:

T
at+a?—a3—a3 2(ajaz — apas) 2(a1a3 + apaz)
R=| 2(ajaz +apaz) a3 —a?+a%—a: 2(azaz — apay) , (1.49)
2(a1as — apag) 2(azaz + apay) ai —a? — a3+ a3

T jest transpozycja macierzy.
Jezeli spelniona jest rownosé (1.47), to

det R = 1. (1.50)
Kwaternion odpowiadajacy obrotowi o kat ¢ ma postaé
0 Y
ap =CoS5, G =" sin BE 1=1,2,3, (I.51)

gdzie ; sa kosinusami kierunkowymi osi obrotu. Kwaterniony odpowiadajace obrotom wokét osi
skierowanym wzdluz uktadu wspélrzednych (z,y, z) maja postaé

cos ! +isin !

g —_— 1 —_—

1 2 2
Y Y

R, = COS — + jsin — (1.52)
2 2
Y 0

qrs = 00573 —|—ksin73,



gdzie Ry, Rs, R3 odpowiadaja macierzom obrotu o katy 1,92, 93 zgodnie z wzorem (1.49).
Mozemy w ten sposéb zapisaé przeksztalcenie ortogonalne dowolnego wektora w E3 uzywajac
algebry kwaternionéw. Mamy

¢ =qr q q5 (L53)

gdzie ¢’ odpowiada wektorowi po przeksztalceniu, g przed przeksztalceniem, ¢ kwaternionowi
dokonujacemu przeksztalcenia. Kwaterniony ¢’ i ¢ sa wektorowe, gr jest kwaternionem jednost-
kowym.

Zdefiniujemy rozklad biegunowy kwaternionu podobny do rozkladu biegunowego liczby ze-
spolonej (z = re®¥) w nastepujacy sposob

q=lqll-Ula), (L.54)

gdzie U(q) jest elementem grupy SU(2) ~ SO(3) (macierza unitarna 2 x 2). SU(2) jest uniwer-
salng nakrywajaca (dwa razy) grupy SO(3).
Rozwazmy nastepujace réwnanie kwaternionowe

22=-1, zeH. (1.55)

Réwnanie to ma nieskoniczenie wiele rozwiazan kwaternionowych. Jest oczywiste, ze rozwigzania
sa kwaternionami wektorowymi o normie jednostkowej, t;j.

A 42422 =1, (1.56)

odpowiadajacymi kierunkom w E® (osiom). Wektory te naleza do sfery jednostkowej S% C E3.
W ten sposéb mozemy uwazaé¢ kwaterniony jako sume nieskoniczonej liczby kopii ptaszczyzn
zespolonych dla kazdego 1% = —1

g=a+1b, abelR. (I.57)

W kazdej identyfikacji mamy a+ Ib i identyfikujemy I i —I. Kazdy kwaternion niebedacy liczba
rzeczywista nalezy do jedynej kopii ¥. Identyfikacja I i —I identyfikuje antypodyczne punkty
52. Dla kazdego I mamy

I=1I,+1I (I.58)
Mozemy napisaé
I = I+ |I5|U(Iy) = U(Ly). (L.59)
Zatem dla a + by/—1 mamy a + bU (Iy).
Dla kazdego kwaternionu ¢ mamy
q= s+ llas[|U(g). (1.60)

Jednostki kwaternionowe mozemy reprezentowaé za pomoca macierzy Pauliego

i—>0102, j—>0‘30‘1, k—>0‘203, 1—>J, (1.61)



gdzie

(L62)

Rownoczesnie mozemy napisaé
U(q) = eVlemeV=10m2eV=l1os - 10 =1, o, 8,7 € R. (1.63)

Kwaterniony jednostkowe daja nam mozliwo$é przeksztalcenia ortogonalnego wektoréw w E3.
Interesujacym problemem byloby rozszerzenie przeksztalcenia ortogonalnego (SO(3)) do bar-
dziej ogblnego przeksztalcenia.

Nie mozemy zrealizowaé za pomoca kwaternionéw ogdélnego afinicznego przeksztalcenia wek-
toréw w R3, tj. takiego, ze macierz przeksztalcenia speia tylko warunek det R # 0. Mozemy
jednak uogdélnié¢ (1.53) do przeksztalcenia ze zmiana dlugosci wektora, chociaz w dalszym ciagu
wiernokatnego

¢ =qr-q-Tr, detR# 1. (1.64)
Co oznacza to przeksztalcenie dla ¢ bedacego kwaternionem wektorowym? Zdefiniujmy

~ qr

qr=7 7 larl=1 (1.65)
larll
~ = qR
' =dr = Tarl’ (L66)
otrzymujemy
r_ 2~ ~1
d = llqrll*r-q- qx - (1.67)
W ten sposob
la'lls = llgll? - Il (168)

i mamy zmiane dtugosci wektora zadana przez dowolny kwaternion. ”Z—g” zadaje przeksztalcenie

ortogonalne w R?, a ||gr||? okreéla zmiane dtugosci. Zmiana orientacji moze byé réwniez okreslona

dRr
rZz€z +——.
p Tar]

Uwaga 2. Zauwazmy, ze zbiér G = {—1,1,i, —1,j, —], k, —k} tworzy wraz z mnozeniem * grupe o$mio-
elementowy & = (G, ). Uzywajac & mozemy zdefiniowaé¢ kwaterniony jako liniows otoczke ze wzgledu
na R,

H = Ling(G).

Zauwazmy pewne wilasnosci sprzezenia kwaternionow:
Q¥ =q*xq (1.69)

lub ogllniej

Q*Q*q3* .. . *Qn=Qn*qn_1*%...%q1. (1.70)



Mamy réwniez

1 _ _
(1 *qa*qz*...%q) :qnl*--~*q11. (I.71)

Mamy takze uzyteczne wlasnoéci laczace algebre wektorowa w E? z kwaternionami wekto-
rowymi:

L 1
Q1o - oo = —§(q1 g2+ q2*q1)

1 (1.72)
Giv X G20 = 5 (@1 % @2 = @2 % q1),
gdzie g1, ¢2 sa kwaternionami wektorowymi, ,,-” jest iloczynem skalarnym, ,x” iloczynem wek-
torowym.
Wr6émy teraz do przedstawienia kwaternionoéw na sferze. Niech
q=fo+ifi+ijf2+kfs. (1.73)

Mamy

N fo HQUH3
- _ _ . (L74
o= 10+ + ) = G ) W+ <) 0

gdzie ||qyl|3 = \/f2 + 3 + f3, a ¢ jest kwaternionem wektorowym o jednostkowej normie eukli-
desowej w E3. Zdefiniujmy kat 0 < ¥ < 7 taki, ze

cost = — (1.75)
llal
sind = law s (1.76)
llal
W ten sposéb otrzymujemy
q = |lq||(cos ¥ + ( sin 9) (L.77)
or. (I.54)). W przypadku kwaternionu jednostkowego

(por. ( przyp ] g

q = cos ¥ + (sin . (1.78)

Niech @,b € E3 i niech ||@]|s = a, ||b]| = b. Niech kat miedzy wektorami wynosi 9, a plaszczy-
zna, w ktoérej leza wektory @ i b (@ 1 b nie sg kolinearne), niech bedzie prostopadta do wektora ¢,

- =

(C jest czysto wektorowy i jednostkowy). Zalézmy réwniez, ze d@, b, ¢, = ¢ tworza prawoskretny
uktad wspolrzednych. Mozemy wiec zapisaé¢ (1.78) w postaci

—

abcosV + Cabsiny a-b+axb

lalls s
_ —%(&'*5+5*&’)+%(&’*5—5*6) :_5*&’ By
lalls lalls lalls

g =cost¥+ (sind =

=bxa ' (L79)

W powyzszych wzorach identyfikujemy wektory da, bz odpowiadajacymi im kwaternionami wek-
torowymi.

10



Zgodnie z tymi wzorami kazdemu kwaternionowi jednostkowemu mozemy przyporzadkowaé
tuk kota wielkiego sfery o promieniu r = a = b, majacy kierunek dodatniego kata 1 i taczacy
wektory @, b. W zwiazku z tym kwaternion ¢ ((1.79)) moze by¢ jednoznacznie przedstawiony jako
tuk kota wielkiego arc ¢, ktérego plaszczyzna jest wyznaczona przez wektor C_;,, a dlugosé przez
kat ¢. Kierunek kwaternionu jest zdeterminowany przez kierunek wektora Q:;,, polozenie tuku na
kole wielkim jest dowolne.

Mozemy réwniez przedstawié mnozenie kwaternionéw na sferze S2. Majac jednostkowe kwa-
terniony

q1,42; ||ql|| = 17 i = 1a2>
mozemy je przedstawi¢ w postaci tukéw. Zgodnie z wzorem (1.79) wprowadzamy wektory 5, a,c
takie, ze
7, =1 oo =1
G =bxd ", g=d4dx*xc . (1.80)
Zatem
G=qrqp=bxc". (L.81)

Oznacza to, ze mnozeniu kwaternionéw odpowiada operacja geometrycznego sumowania hukéw
na sferze S2,

arc(qs) = arc(qy * q2) = arc(qa) + arc(q1). (1.82)

Luki kota wielkiego na S? sg traktowane jako wektory (wazny jest porzadek wykonywania ope-
racji).

Mozna zinterpretowaé te operacje uzywajac trygonometrii sferycznej, a takze dodawania
wektorow w nieeuklidesowej geometrii Riemanna. Zatem suma wektorowa pewnych tukow kot
wielkich, okreslonych przez kwaterniony ¢, g2 daje tuk kota wielkiego kwaternionu g3 = g2 * ¢1
(a zatem pomnozonych w odwrotnej kolejnosci). Zauwazmy, ze mozemy rozpatrywaé takze kwa-
terniony wektorowe o dowolnej dtugosci: q1,qo, ||q1|| # 1, ||g2]| # 1.

Definiujac kwaterniony wektorowe jednostkowe

/ qi

¢ =-— 1=12
C el U

mamy

a1 *q2 = |lall - llazll - (d) * ¢3). (1.83)

W ten sposéb mamy dodawanie tukéw arc(gh) + arc(q)) na sferze jednostkowej oraz przeksztal-
cenie, ktére okresla dylatacje:

K =g - las|- (1.84)

Przypominamy, ze
laill = llglls, @=1,2.
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IT Analiza kwaternionow

Mozemy rozpatrywaé funkcje o wartosciach kwaternionowych zaleznych od zmiennej niezaleznej
t € R" (C"). Funkcje te moga by¢ ciagle, rézniczkowalne, gladkie lub analityczne, zgodnie
z odpowiednimi definicjami, tj.

dq /
Y R
ik’ (t), teR(C),

definiujemy jako granice ilorazu réznicowego

dg _qlto + At) — q(to)
— =1 II.1
g (o) = Jlim, At ’ (1)
podobnie wyzsze pochodne. Funkcje analityczng za pomoca wzoru
o0
q(t) = Z apt”™, teR (C), a,€ H. (I1.2)
n=0

Zbiezno$¢ moze byé¢ okreslona zgodnie z norma kwaternionowa, np. uzywajac warunku Cau-
chy’ego

AV A S ar] < s)

e>0 NeN{® n,m>N p=n

lub w sposéb staby.

Mozemy réwniez zakladaé, ze t € R™ (C™), wtedy stosujemy pojecie pochodnej Frécheta lub
Gateau w zwykly sposéb. Rozwiniecie w wielowymiarowy szereg Taylora mozemy zdefiniowaé
w podobny sposdb. Mozemy réwniez uzywaé wielowskaznikéw, wtedy

i = (i1, ... i), 10 =0t (IL.4)

Interesujaca sprawa jest rozpatrywanie funkcji od kwaternionéw, tj. takich, ktére maja dzie-
dzine Df = H, tj.

fl@),  flg) € H. (IL5)

Niestety nie mozemy stworzy¢ podobnej teorii, jak w przypadku liczb zespolonych, tj. teorii
funkcji analitycznych w dziedzinie kwaternionéw. Nie znaczy to, ze nie mozemy rozpatrywacé
funkcji analitycznych od zmiennej kwaternionowej, np.

[e.e]
flo) =) anxq", (I1.6)
n=0
gdzie a,, € H. Zbieznos¢ tego szeregu jest wzgledem normy kwaternionowej || - ||. Np.
<1
q __ - on
el = Z_: —d" (I1.7)
n=0
Niestety, w ogdlnosci
eI L o0l o2, (IL.8)
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Tylko wtedy, gdy g1 * g2 = g2 * g1, mamy
el te — o0y (02 (I1.9)
Mozemy jednak otrzymaé wzor

edl 5 92 — eF(QMM)’ (I1.10)

gdzie funkcje F'(q1,q2) mozemy jednoznacznie wyznaczy¢ uzywajac zaleznosci Bakera-Haus-
dorffa-Campbella. Mozemy zdefiniowaé

oo
2n+1

sin(q Z (IT.11)

= (2n + 1 i
cos(q) = " (I1.12)

HZZZO (M.

i otrzymaé wzoér

eV =19 = cos g+ v/—1sing. (I1.13)

Dlaczego nie mozna stworzy¢ takiej teorii? Wynika to z bardzo prostego faktu. W przypadku
zmiennej zespolonej deﬁnich funkcji holomorficznej jest, aby miata ona pochodna zespolong
w otoczeniu zg € C, & o ( 20)- Z tego faktu wynika, ze ma ona wszystkie pochodne w tym otoczeniu,
oraz ze jest rozwijalna w szereg nieskonczony Taylora

f(z) =) an(z = 20)" (I1.14)

tn = — ——(20). (I1.15)

Réwnoczesnie spetnione sa réwnania Cauchy-Riemanna

Ou  Ov ou ov

— =, = =_ I1.16
or Oy oy ox ( )
gdzie
z=x+ly, [f(2) =u(z,y)+iv(z,y). (IL.17)
W przypadku kwaternionéw nie istnieje pochodna Z—J; poza trywialnymi przypadkami
a = const
fa) = (IL18)

fl@)=axq, acH

Fakt ten moze by¢ latwo otrzymany ze sprzecznoéci analogonu réwnan Cauchy-Riemanna dla

f(q) = uo(fo, f1, f2, f3) +iur(fo, f1, f2, f3) + jua(fo, f1, fo, f3) + kus(fo, f1, f2, f3)

. : (I1.19)
q=fo+ifi+jf2+kfs
Mozna to réwniez otrzymaé badajac granice ilorazu réznicowego
lim (f(g+Aq) — f())(Ag) ™ (I1.20)

llgll—0
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Granica ta zalezy od drogi, po jakiej Aq osiaga zero. Wystarczy wziaé¢ f(q) = ¢%. Mimo wszystko
mozemy rozpatrywac
f:H—H

jako przeksztalcenie R* — R?* i zdefiniowaé pochodng Gateau lub Frécheta dla niej, a wiec
takze pochodne czastkowe wzgledem fo, f1, f2, f3 i rozpatrywaé zagadnienie odwrdcenia takiego
przeksztalcenia w tym duchu.

Calkowanie funkcji kwaternionowej zaleznej od parametru mozna réwniez rozpatrzy¢. Wtedy

F(t) = /A g(t)du(t), te ACR™ (C"), du(t)=d"t, (IL.21)

tak, ze p jest miara Lebesgue’a w R™ (C™), a A jest zbiorem mierzalnym w R™ (C") w sensie
Lebesgue’a. Catkowalno$é ¢(t) okreslamy w zwykly sposéb, jak dla funkcji mierzalnej w sensie
Lebesgue’a na R™ (C") o wartoéciach w H traktowanej jak R%.

W ten spos6b mozemy okresli¢ catki krzywoliniowe, powierzchniowe, wielokrotne, oriento-
walne, nieorientowalne itp. Mozemy réwniez rozpatrywaé calki niewlaéciwe i badaé ich zbieznoséé
w zwykly sposéb. Np. zbieznosé¢ catki

J, = /OOO o(t) dt

jest rownowazna zbieznosci catki liczbowej

7= [ lato)de.

Rozpatrujemy réwniez dystrybucje o warto$ciach kwaternionowych u takie, ze u jest funk-
cjonatem liniowym, ciaglym, o wartosciach w H, zdefiniowanym na przestrzeni funkcji prébnych
C§°(R™) lub S(R™), gdzie C§°(R™) oznacza funkcje rzeczywiste klasy C'*° o zwartych no$nikach
na R", S(R"™) funkcje rzeczywiste, szybko malejace na R™. Topologie w C5°(R") i S(R") sa
zdefiniowane w zwykly sposéb, prowadzac do przestrzeni D(R"), S(R™). Przestrzenie D, (R")
i Sé (R™) — kwaternionowe przestrzenie dystrybucji i dystrybucji kwaternionowych — pozwalaja
zdefiniowaé przeksztalcenie Fouriera

o(t) = Ff(t) = @m) "2 | eV f(a) de, (IL.22)

gdzie dr = d"x — miara Lebesgue’a na R,
n
(.73, t) = Z {L’jt]’,
j=1

a f(x) jest funkcja kwaternionowa zmiennej x € R", dla ktérej istnieje catka, a wiec np. || f]| €
C§°(R™) lub ||f]| € S(R™). Dystrybucyjne przeksztalcenia okresla si¢ nastepujaco:

Fulp] = u[Fg], ¢ e SR"). (I1.23)

Wprowadzajac przestrzen Hilberta L?(H,R"™, d"z), tj. takich funkeji kwaternionowych (o war-
tosciach w algebrze kwaternionéw), ze

/Rn 172(2)]| d"z < oo, (11.24)
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co jest rownowazne

L@l de < oo, (112

mozemy udowodnié, ze przeksztatcenie F' (Fouriera) realizuje izometrie w L2, tj.
|Pullys = lul 2. (IL.26)
Pozostate wtasnosci przeksztalcenia Fouriera sg rowniez spetnione, tj.
DPFu = (—v/=1)PlFDPu, (I1.27)
gdzie B = (0,...,By) jest wielowskaznikiem, a

Bl=B1+B2+...+ B

u jest dystrybucjg temperowang o wartoéciach kwaternionowych. Mamy rowniez zwykla trojke
Gelfanda

S(R") @ H C LZ(H,R",d"z) C S'(R™). (I1.28)

Miare w H okre$lamy jako miare Lebesgue’a na R*. W szczegélnych przypadkach mozemy uzywaé
takze miary Peano, a takze calki Riemanna (przypadek funkcji ciggltych). Uwaga ta dotyczy
takze poprzednich calek. Mozemy réwniez uzywaé innych miar niz miara Lebesgue’a, bedacych
miarami Borela i absolutnie ciaglych wzgledem miary Lebesgue’a. Przypadki miar singularnych
moga byé takze rozpatrzone zgodnie z twierdzeniem o rozkladzie miary na R?. Zatem mozemy
rozpatrzy¢ miare

WH = Pdyskr 1 Hsing + Habs.ciagla H - (I1.29)
Pozwala nam to rozpatrywaé
[tabs.ciagta B = 9(q) d*z, (I1.30)
gdzie
g:H—R. (I1.31)

Zakladamy, ze g(q) > 0.

Pozwala nam to okresli¢ na H miare unormowana, a wiec miare probabilistyczna, i zdefi-
niowaé przestrzen zdarzen elementarnych 2 = (H, p). p jest unormowana i moze by¢é roztozona
zgodnie z (I1.29). Funkcje mierzalne wzgledem p okreslone na H sa zmiennymi losowymi na
algebrze kwaternionéw.

Istotna rzecza jest réwniez rozpatrzenie przeksztalcenia Laplace’a dla funkcji o wartosciach
kwaternionowych ¢(t), t € (0, +00),

1 i _
(Lq)(p) = N /0 q(t)e Pdt, peg. (11.32)
Czasami opuszczamy \/%7 w definicji (I1.32). Przeksztalcenie to istnieje, gdy istnieje catka
* ¢
| latoe ™ ae
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Mozna rozpatrywaé uogdlnienie (I1.32) na przypadek tzw. dystrybucji Laplace’a.

Jednowymiarowe przeksztalcenie Fouriera otrzymujemy dla p = iz, z € R, i = /—1. Uzywa-
jac przeksztalcenia Fouriera i Laplace’a mozemy okresli¢ przeksztalcenia zmiennych losowych
na H otrzymujac momenty centralne i zwykle momenty dla tych zmiennych. Rozpatrzmy rozktad
Gaussa w dziedzinie kwaternionéw. Wtedy

dp = Ae~ola—nl® g4y

tak, aby [psdp = 1.
Mozemy réwniez rozpatrywaé zmienne losowe o wartosciach kwaternionowych

a(t), teR (R

t moze by¢ takze zmienna dyskretna z zadana miara na R (R™) lub dyskretnym podzbiorze
R (lub R™). ¢(t) jest oczywiscie funkcja mierzalng (najczesciej bedzie ona ciagla, gdy zadamy
miare Lebesgue’a na R™).

III Zastosowania

Rozpatrzmy model
p —
t) =Y A;E(t—j) + E(t) (I1L.1)
j=1

taki, ze A; s3 macierzami ortogonalnymi 3 x 3, a ¥ i E s wektorami w E3.
Wprowadzajac kwaterniony wektorowe dla Z i E oraz kwaterniony jednostkowe reprezentu-
jace macierze A; mamy

p
= 4a;dz(t—5) 94, + 50 (111.2)
j=1

gdzie mamy korespondencje

Z(t) — gz

A; —qa,
o (IIL.3)
Z(t = J) = qz(—y)
E(t) - QE"(t)
Model (IT1.2) mozemy uogdlni¢ w nastepujacy sposob:
P

Qe = Z qa; * da—g) * Qa, + 45 (IT1.4)
Teraz kwaterniony g4; odpowiadaja macierzom ortogonalnym z jednoktadnoscia k = ||q A].||_2.

W ten sposéb mozemy zmieni¢ dlugo$¢ wektora o zadang skale dla kazdego j. Macierz A; ma
postaé

A; = KA, (I11.5)
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gdzie Zj jest macierza ortogonalna. Przeksztatcenie w ten sposéb okreslone jest oczywiscie kon-
foremne (réwnokatne). Za pomoca kwaternionéw nie mozemy zdefiniowaé¢ dowolnego przeksztal-
cenia afinicznego w R3. W dziedzinie czestotliwodci mamy

F(w) = Aw)Z(W) + E(w), w=2xf. (I11.6)
Uzywajac kwaternionéw mamy
Iz(w) = JA(w) * 97w) * TAw) T 9E(w) (I11.7)
Rozwiazujac réwnanie kwaternionowe (II1.7) ze wzgledu na gz(,) mamy
3wy = T'(w) * U5 () (I11.8)
gdzie T'(w) jest kwaternionows funkcja przejscia spelniajaca réwnanie
T(w) * 4z = qa@w) * T(@) * 51, * Tagw) T 95, (I11.9)
lub
T(w) = qag) * T'(w) * Uf(w) * TAw) * qé(lw) + 1T, (I11.10)
gdzie 1 jest kwaternionem jednostkowym. Réwnanie to ma jednoznaczne rozwiazanie.

Zalézmy dodatkowo, ze Z(t), E(t) sa zmiennymi losowymi dla ¢t € R (t; € R) i istnieja
warto$é¢ oczekiwana i wariancja. Mamy model

() = i A;Z(t — j) + E(1). (IIL.11)
=1

Mamy wiec model wektorowy jednokanatowy (kanatem jest tu zmienna wektorowa w R3).
Rozpatrujemy model wielokanalowy (k-kanatowy)

Zit), i=1,2,... k.

Mamy
p . —

ALT(t Z LTt — )+ E;(t), (I11.12)
gdzie dla kazdego 1 = 1,2,...,k A; jest macierza realizujaca przeksztalcenie ortogonalne z jed-
noktadnoscia, j =0,1,2,...,p,

o 1 00 4
A = k;A;, AGA =1, 1= 8 é (1) , k;>0. (I11.13)

Z;(t) jest wektorem tréjwymiarowym dla kazdego ¢ € R (¢t moze by¢ dyskretne), i =1,2,... k.
Uzywajac notacji kwaternionowej mozemy zapisaé

Qi Q1) = Zqu * g (1—) * Tai + 45, (I11.14)
j=1
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gdzie gz, ;—j;) jest kwaternionem wektorowym odpowiadajacym wektorowi Zi(t —7), 95, 1) wek-
torowi Ei(t), qqi (1 =1,...,k, 7 = 1,...,p) kwaternionem (w ogélnosci niejednostkowym)
J

odpowiadajacym macierzy (I11.13) tak, ze
K = g I (I1L.15)

W ten sposdb mamy kwaternionowy zapis modelu opisujacego model k-wektorowy wektordw
3-wymiarowych podlegajacy obrotom i jednoktadnoéciom w R3. Zaktadajac, ze dla kazdego A}
jest odwracalne, mozemy ten model sprowadzi¢ do nastepujacych modeli:

p
Zi(t) =Y ALF(t — j) + E;(t) (IIL.16)
j=1
lub
p
9z;(t) = Z Qi 9z (t—5) A7 T 45,1 (I11.17)
j=1

W dziedzinie czestotliwodci mamy

k
Zi(w) = Z A (w) T (w) + E;(w), (I11.18)
=1
w zapisie kwaternionowym
k
4z (w) = Z qAﬁ(w) * 4z (w) * in(w) + qu(w)- (11119)
=1

Definiujemy kwaternionowa funkcje przejécia T;(w) € H, i = 1,2,..., k, w nastepujacy spo-
sob:
Gaw) = Ti(w) * g, (I11.20)

Zatem mamy

k
Ti(w) * 45, = ZqAé(w) * TH(w) * 45, * Taiw) T 4G,wy =12k (I11.21)
=1

Réwnanie to ma jednoznaczne rozwiazanie.
Istnieje takze inna mozliwo$¢ zdefiniowania funkcji przejécia

Qzy(w) = Ti(w) * 95, w) * Ti(w). (I11.22)
Wtedy mamy
J— k J—
T;(w) * 95;(w) * Ti(w) = Z qAL(w) * Ti(w) * A Ti(w) * in.(w) + 95, (w) (I11.23)
I=1

Roéwnanie to ma réwniez jednoznaczne rozwiazanie. Funkcje przejscia T;(w) € H zawieraja cala
informacje na temat uktadu transformujac szum w sygnat.
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Mozna prébowaé definiowaé te funkcje takze w inny sposéb, tj.

k
Qi) = 2 T (@) * 4z, (I11.24)
=1
lub
i =1
Gz,(0) = D THW) * 4, * Ti(W)- (IIL.25)
=1

Dwie ostatnie definicje sa bardziej skomplikowane, maja jednak pewne dodatkowe zalety, sepa-
rujace kanaly i ich szumy.

Jesli dokonamy dopasowania #;(t), wyznaczajac reszty dopasowania FE;(t), mozemy wyzna-
czy¢

Vij = (Ei(t) = (E(0) )} Ej(t) - (E;(0))), (111.26)

gdzie 1_/;-3- jest wektorowa macierza kowariancji (oznacza to, ze kazdy element ‘_/;j jest wek-
torem tréjwymiarowym w R3). (E;(t)) jest wartoécia oczekiwana (wektorowa) dla kazdego
1=1,2,..., k. Mozemy utworzy¢ nastepujaca wielko$¢ kwaternionowa

gdzie (g i t)> jest wartoscig oczekiwana zmiennej losowej o warto$ciach kwaternionowych. W ten
sposéb mamy kwaternionowa macierz kowariancji.
Okreslmy
oij = |Visll*, 4,5 =1,2,....k (IT1.28)

To samo mozemy uczynié¢ rozpatrujac model (k — 1)-kanalowy (usuwajac jeden z kanaléw wek-
torowych, np. jg). Mamy wtedy

(0N = [VE2, i =1,2,....k i,§ # o, o (IT1.29)

Mozemy okresli¢ wielkosé

2 \V/ 2
Ij, =1— TJZZ) - I 70” (11.30)
Tji IIV |12
0< Iij, < 1. (II1.31)

Jesli I;j, jest bliskie zeru, to kanal jo nie ma wptywu na kanal 7 # jo, jesli I;;, ~ 1, to sygnal jo
ma duzy wplyw na i.

Zatem kryterium przyczynowosci Garniera w przypadku k-kanatlowego modelu wektorowego
w zapisie kwaternionowym ma postac

IViill? < Vi 12. (I11.32)

Kanal wektorowy jo ma wplyw na kanat 7.
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Kryterium tak sformutowane moze by¢ stosowane takze w przypadku modeli, ktére nie sa
liniowe. W naszej notacji postuzylismy sie (¢ E(t)>7 co oznacza usrednienie ze wzgledu na probe
statystyczna. Mozemy jednak uzywaé¢ normalnej notacji rachunku prawdopodobienstwa

Vi = B(ag,0) ~ Blag,w)) * B(ag,0 — Elag,p)): (IIL.33)

W konkretnych zastosowaniach warto mie¢ odwrécenie wzoru (1.49). Niech R bedzie macierza
ortogonalna (1.47), (1.50), wtedy

1

R
VTr(R) +1

B (IT1.34)

(31]

VTIr(R)+1

Rig)
VTr(R)+1’
gdzie Tr(R) = Ry1 + Ra2 + Rss jest $ladem macierzy R. Kwaternion a = ag + ia1 + jag +
kaz jest kwaternionem jednostkowym, [[a| = 1. W przypadku, gdy R jest przeksztalceniem
z jednokladnoscia, mamy R = kR, k > 0, det R = k3, oraz odpowiadajacy mu kwaternion ma
postaé¢ @ = ||@|| - a, ||@|| = vk = (det R)/S.

W ten sposob mamy

a; =
a9 =

az =

R (I11.35)

Tr(R) = ]5;11 + Egg + ]5;33 jest §ladem macierzy E, a k wspotczynnikiem jednokladnodci.

Dodatek

Mozna rozpatrzy¢ kwaterniony z punktu widzenia twierdzenia Mazura-Gelfanda.

Twierdzenie Mazura-Gelfanda moéwi: Algebra Banacha (nad cialem R) przemienna z in-
wolucjg, w ktorej kazdy element opricz zera jest odwracalny, jest izomorficzna z ciatem liczb
rzeczywistych. W przypadku, gdy jest ona okreslona nad cialem liczb zespolonych ¢, jest ona
izomorficzna z ciatem liczb zespolonych.

Uzywajac twierdzenia Frobeniusa (dowdd twierdzenia Mazura-Gelfanda jest oparty na tym
twierdzeniu) mozemy uogdlni¢ twierdzenie Mazura-Gelfanda, dopuszczajac nieprzemienno$é
dzialania * w algebrze Banacha — w nastepujacy sposob. Jedyna nieprzemienng algebra Bana-
cha nad R, w ktérej istnieje element odwrotny dla kazdego x # 0, jest algebra kwaternionéw
(oczywiscie z doktadnoscia do izomorfizmu algebr).

Mozna postawi¢ nastepujace hipotezy:
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1° Jedynymi algebrami Banacha A (z dokladnoscia do izomorfizmu), ktére sa okreslone nad
R oraz sa z dzieleniem, tj. dla kazdego = # 0 istnieje element odwrotny, i z inwolucja,
speliajacymi warunek

/\ xy=1xx(zxy),
z,yeA

sa R, ¢, H, O, tj. cialo liczb rzeczywistych, zespolonych, algebra kwaternionéw i algebra
oktonionow.

Algebry te sg alternujace.

2° Jedynymi algebrami Banacha nad ciatem liczb rzeczywistych, ktére sg gietkie, tj.

/\ (xxy)xx=zx*(y*z),
z,y€EA

i posiadaja element odwrotny dla x # 0, sa z doktadnoscia do izomorfizmu algebry R, ¢,
HiO.

3° Jesli dopuscimy istnienie dzielnikéw zera, tj. takich elementow, ze

x*y:O7 '%Jy#()?

(wtedy ||z * y|| = 0 i nie mamy ||z xy|| = ||z]| - [|ly]| A ) i rozpatrzymy zdegenerowana
T,YyeA

algebre Banacha, tj. taka, ze ||z| > 0, ale taka, ze sa w niej dzielniki zera, to jedynymi

(z dokladnoscia do izomorfizmu) algebrami, ktore sa gietkie, tj. spelniaja

/\ (x*xy)xx=zx*(y*),
z,y€A

i dla wszystkich elementéw odwracalnych mamy

s yll = [lll - llyll,

sa algebry otrzymane w wyniku konstrukeji Cayleya—Dicksona (patrz Uwaga 1). Oczywiscie
zakladamy, ze algebra jest nad cialem liczb rzeczywistych z inwolucja.

W literaturze znane jest twierdzenie Gelfanda, ktére moéwi: Niech A bedzie cialem (takze
nieprzemiennym) takim, Ze A jest algebrqg Banacha nad cialem liczb zespolonych. Wtedy A jest
izomorficzne z cialem liczb zespolonych.

Podamy takze twierdzenie Frobeniusa:

Kazde cialo (nawet niekomutatywne) skonczeniewymiarowe nad cialem liczb rzeczywistych
R jest izomorficzne z R, ¢ lub H.

Wymiar jest rozumiany w sensie algebraicznym jako wymiar odpowiedniej przestrzeni wek-
torowej.
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